
Méthodes numériques ROCK4 pour la résolution

d'équations di�érentielles et étude de l'algèbre pré-Lie

sous-jacente

Jérémy Cochoy

1er février 2011, modi�é le 21 mars 2011

Résumé

TIPE réalisé sous la co-tutelle de Thierry Dumont et de Frédéric Chapoton

Jérémy Cochoy

1



TABLE DES MATIÈRES 2

Table des matières

I Méthode ROCK4 4

1 Introduction 4

2 Motivation 5

2.1 Le problème de Curtiss-Hirschfelder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 Réaction de Belousov-Zhabotinsky : l'Oregonator . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3 Réaction-di�usion : Modèle du Brusselator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Méthodes de Runge-Kutta 11

3.1 Quelques méthodes les plus simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.2 Méthodes de Runge-Kutta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.3 Les domaines de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.4 Méthode des directions alternées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Ordre d'une méthode de Runge-Kutta 14

4.1 Le formalisme des arbres enracinés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.2 Identi�cation des coe�cients d'une méthode de Runge-Kutta . . . . . . . . . . . 16

4.3 Condition nécessaire et su�sante sur l'ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

5 ROCK 2 18

5.1 Fonction de stabilité et polynômes orthogonaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

5.2 Construction des coe�cients dont dépend Rs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5.2.1 Etape 1 de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

5.2.2 Etape 2 de l'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6 Existence de Rs 24

7 Constante d'erreur 25

7.1 Formule explicite pour les polynômes orthogonaux Ps−2 . . . . . . . . . . . . . . 26

7.2 Construction de la méthode ROCK2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

8 ROCK 4 29

8.1 Spéci�cités de la construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

II Étude des algèbres pré-Lie 29



TABLE DES MATIÈRES 3

9 Champs vectoriels et équations di�érentielles 30

10 Morphisme de l'ensemble des arbres vers l'ensemble des champs de vecteurs 33

11 Les algèbres pré-Lie 34

12 Arbres et algèbre pré-Lie 35

12.1 Isomorphisme d'une algèbre pré-Lie libre et d'un espace vectoriel sur les arbres . 35

12.2 Preuve de l'existence d'un unique morphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

12.3 Etude de cas paticuliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

13 Coe�cients des di�érentielles élémentaires 38

13.1 Comment jouer avec ces coe�cients des di�érentielles élémentaires . . . . . . . . 40

14 Remerciements 42

Références 43

Index 44



4

Première partie

Méthode ROCK4

1 Introduction

Le calcul di�érentiel, et par conséquent les équations di�érentielles, sont aujourd'hui ex-
trêmement présents dans de nombreux domaines scienti�ques, et ont donné lieu à une abondante
bibliographie. Les prémisses de ces concepts existaient déjà du temps d'Archimède, avec la méth-
ode d'exhaustion qui, pour calculer l'aire d'une surface, consiste à l'encadrer entre deux suites
de surfaces dont on sait calculer l'aire et qui tendent vers la même limite. L'exemple le plus
élémentaire est le calcul de l'aire d'un disque en l'encadrant avec une suite de polygones inscrits
et circonscrits à ce dernier.

Plus récemment, durant la première moitié du xviie siècle, Bonaventura Francesco Cavalieri

développe la méthode des indivisibles qui constitue une nouvelle alternative aux anciennes méth-
odes d'Archimède. Les volumes sont subdivisés en une superposition de surfaces, et les surfaces
en une juxtaposition de lignes.

On conviendra toutefois que le calcul di�érentiel est apparu aux alentours de la �n du xviie siè-
cle avec les travaux d'Isaac Newton sur les rapports de quantités in�nitésimales, appelant �uxion
ce que l'on dé�nit comme dérivée d'une fonction, c'est à dire la 'limite de son taux d'accroisse-
ment', aujourd'hui noté :

ẋ = lim
h→x

f(x)− f(h)

x− h
et les notations introduites par Gottfried Wilhelm von Leibniz. Ce dernier conçoit des quantités
in�nitésimales, qu'il note sous la forme dx, ainsi que l'intégrale sous la forme d'une 'somme in�nie
de quantités in�nitésimales'. Ce sont ces nouvelles notations qui permettront le développement
de cet outil et ses applications aux problèmes de l'époque.

Des équations di�érentielles apparaissaient alors, sous la forme du problème inverse des
tangentes. Étant donné des relations déterminant les �uxions, retrouver les �uentes, ou encore ;
étant donné �les tangentes�, déterminer la courbe, la surface, le volume qu'elles engendrent.

Un des problèmes les plus délicats est le problème des trois corps ; si l'on considère trois
corps célestes, et en appliquant les théorèmes de mécanique pour décrire leurs interactions, on
parvient à établir les relations entre les dérivées de leurs positions. On sait aujourd'hui qu'il
n'existe pas de solution analytique à ce problème, si l'on s'abstient de négliger l'interaction entre
les corps du système.

Les questions sur l'existence et l'unicité des solutions ne se sont posées que plus tard, aux
alentours du début du xixe siècle quand Cauchy critiqua le bien-fondé des méthodes employées.
En e�et, des méthodes comme l'utilisation de séries ou encore de ce que nous appellerions aujour-
d'hui laméthode de variation de la constante étaient déjà employées pour résoudre certaines
équations di�érentielles. De même, le fait qu'une équation di�érentielle homogène à coe�cients
constants de degré n possède pour solution une combinaison linéaire de n exponentielles de la
forme erx était connu bien avant d'être démontré.

Ces outils mûrirent, et l'on chercha à résoudre de nouveaux problèmes, qui ne manquèrent pas.
Et pour cause, les équations di�érentielles interviennent dans une grande variété de domaines,
comme l'électromagnétisme, la thermodynamique, la biologie, la chimie, la mécanique quantique.
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Nous pouvons citer pour exemple, provenant de la mécanique, l'oscillation libre non-amortie d'un
pendule, dont l'équation di�érentielle, non-linéaire, associée, est :

θ̈ +
g

l
sin(θ) = 0

Rappelons-nous aussi l'équation de D'Alembert, décrivant la propagation d'une onde dans une
corde si l'on reste dans des amplitudes raisonnables, aussi appelée équation d'onde :

∂2u

∂x2
− 1

c2
∂2u

∂t2
= 0

qui nous apporte un magni�que exemple d'équation aux dérivées partielles simple liant temps et
espace.

Les théories relatives aux équations di�érentielles sont nombreuses, et l'on peut trouver des
volumes entiers consacrés à la résolution de cas particuliers. Malheureusement, nombre de ces
équations, si présentes dans la plupart des problèmes de modélisation, ne sont pas toujours résol-
ubles de façon analytique, ou encore numériquement dans un temps raisonnable. Une alternative
est apparue et avec l'avènement du calcul scienti�que, qui consiste à utiliser des méthodes de
résolution numériques.

Il existe de nombreuses méthodes numériques adaptées à la résolution de di�érents problèmes.
En e�et, pour deux équations di�érentielles données, une même méthode pourra fournir une
approximation de la solution convenable pour la première, et des valeurs complètement erronées
présentant une erreur colossale. De plus, toutes ces méthodes ne sont pas comparables dans leur
utilisation ; certaines ont un coût de calcul bien plus élevé que d'autres.

Nous nous intéresserons ici à une méthode particulière, développée pour résoudre des équa-
tions di�érentielles raides ; ROCK4. Il nous sera nécessaire d'introduire quelques dé�nitions, et
exemples a�n de mieux cerner le contexte relatif à son utilisation. Nous présenterons donc les
méthodes dites de Runge-Kutta dont les premières versions Carl Runge etMartin Wilhelm Kutta,
puis nous établirons un théorème sur une caractéristique de l'erreur introduite par ces méthodes.
Disposant alors des pré-requis nécessaires, nous étudierons en détail la construction de ROCK2,
fortement similaire à ROCK4, avant de conclure sur la construction de cette dernière méth-
ode. Revenant sur la présence récurrente de certaines structures dans certaines démonstrations,
nous chercherons à établir un important théorème qui justi�e ce comportement. Il sera à nouveau
nécessaire d'introduire quelques dé�nitions et exemples. Nous démontrerons par la suite quelques
comportement spéci�ques avant de discuter un important théorème justi�ant l'existence de ces
structures. En�n, nous prendrons plaisir à déterminer l'origine de certains coe�cients particuliers
et de démontrer certaines de leurs propriétés.

2 Motivation

La notion de raideur d'un problème est une notion qualitative di�cile à dé�nir formellement.
On trouve généralement des dé�nitions de la forme ([EH91]) :

The most pragmatical opinion is also historically the �rst one (Curtiss & Hirschfelder
1952): sti� equations are equations where certain implicit methods, in particular BDF,

perform better, usually tremendously better, than explicit ones.

(Hairer & Wanner 1991)
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On dé�nira plus en détail les notions de méthodes �explicite� et �implicite�. Retenons simplement
que les premières nécessités, pour obtenir la valeur à l'instant t, d'e�ectuer un calcul de la forme
Xt = F(Xt−1) où Xt−1 correspond aux données connues à l'instant précédent. A contrario,
les méthodes implicites nécessitent la résolution de système (souvent non linéaire) de la forme
Xt = F(Xt, Xt−1).

Les équations di�érentielle raides sont donc celles qui se prêtent di�cilement à une réso-
lution numérique par des outils simples comme la méthode d'Euler(cf: 3.1) explicite et, plus
généralement, par des méthodes explicites (cf: 3.2).

Dans la suite de ce document, nous retiendrons la dé�nition suivante :

Dé�nition (Equation di�érentielle raide) : Si l'on considère un problème de la forme

du

dt
= F (u)

et que l'on note DF (u) inR× R le jacobien de F (u), alors l'équation di�érentielle est raide si

∃λ1, λ2 ∈ Sp(DF (u))|λ1| << |λ2|

Exemple : Si l'on prend le problème

dX

dt
=

(
−108 0

0 −1

)
X

dont on sait que la solution est

X(t) =

(
e−10

8t

e−t

)
avec pour condition initiale

X(0) =

(
1
1

)
On constate imédiatement en appliquer la première étape de la méthode d'Euler explicite qui
est Xt=h = Xt=0 + hAXt=0 avec un pas de temps h supérieur à 10−8 fait apparaître des valeurs
négatives. Cela est un réel handicap si l'on s'intéresse à l'évolution pour un ordre de grandeur
temporel plus élevé.

Une équation raide peut souvent décrire un phénomène dont l'évolution est globalement
� lente �issu d'un équilibre entre des phénomènes extrêmement � rapides �. Cette appréciation
est essentiellement issue du domaine de la chimie où l'on peut trouver des réactions globalement
lentes résultant d'une combinaison de réactions extrêmement rapides.

A�n de mieux cerner la raideur d'une équation di�érentielle, nous présenterons trois exemples
représentatifs, dont deux issus de la chimie. Nous mettrons en évidence les facteurs liés à cette
raideur pour chacun de ces problèmes.

2.1 Le problème de Curtiss-Hirschfelder

C. F. Curtiss et J. O. Hirschfelder proposent un ensemble d'exemples d'équations di�éren-
tielles raides. Ce sont les équations de la forme :

ẏ = −k(y − Φ)



2 MOTIVATION 7

où k ∈ R+ et Φ(t) est une fonction de t. Ces équations possèdent la caractéristique commune
de présenter deux échelles de temps. On trouve un comportement global proche de la fonction
Φ mais, sur un faible intervalle de temps, une progression de la forme e−kt qui ramène très
rapidement toute valeur éloignée de la courbe de Φ vers cette dernière.

Le cas particulier que nous allons traiter correspond à l'équation :

ẏ = −50(y − cos(t))

La �gure 1 présente une solution particulière à ce problème, en rouge, associée à la condition
initiale y(0) = 1 ainsi que quelques lignes de champ, en gris. On constate immédiatement que
cette solution suit bien la courbe de la fonction cos(t) et que, partant d'une condition initiale
y(t0) = y0, la solution décrit une trajectoire de la forme de e−50t avant de rejoindre ce cosinus.

Figure 1 � Problème de Curtiss-Hirschfelder

Toutefois, si l'on essaie de résoudre numériquement cette équation avec la méthode d'Euler
explicite, que nous rappellerons plus loin dans ce document, nous sommes contraints de prendre
un intervalle de temps extrêmement faible pour assurer la stabilité de la méthode, et bien plus
encore pour que l'on puisse quali�er cette approximation de satisfaisante, du fait de la présence de
fortes oscillations autour de la solution. On peut observer sur ce graphe (en bleu) que l'utilisation
de la méthode d'Euler pour un pas de temps h = 0.1, ce qui est inférieur au pas que l'on
souhaiterait utiliser, la méthode diverge et la solution explose très rapidement, et ceci alors que
nous avons volontairement choisi une condition initiale positionnée sur la courbe du cosinus.

Qualitativement, nous pouvons remarquer que la raideur de ce problème provient de la con-
stante k = 50 qui, pour un pas h donné, engendre une variation de −kyti ∗ h tendent à éloigner
y de la solution dès que h s'éloigne de 0, et provoque de si mauvais résultats avec les méthodes
de résolution les plus simples.

2.2 Réaction de Belousov-Zhabotinsky : l'Oregonator

La réaction de Belousov-Zhabotinsky est une réaction chimique oscillante. Durant plus d'une
centaine de périodes, le potentiel d'oxydo-réduction de la solution oscille avant de �nalement se
stabiliser après consommation des réactifs limitants.
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Elle fut découverte par Boris Pavlovich Belousov, chimiste de l'union soviétique durant les
années 50. Il chercha deux fois à publier sa découverte qui fut, à deux reprises, refusée. Il
reçut comme réponse à sa première demande de publication que sa découverte était � impos-
sible �([Win84]) car contraire au second principe de la thermodynamique 1.

C'est en 1961 qu'Anatol Zhabothinsky, étudiant en biophysique à l'Université de Moscou,
consacra sa thèse, dirigée par S. E. Schnoll, à l'étude approfondie de cette réaction. Conseillé
par ce dernier, il remplaça l'un des réactifs, l'acide citrique, par un autre, l'acide malonique, ce
qui accrut l'amplitude des oscillations.

Étant donné le contexte politique de l'époque, cette découverte ne parvint en Europe de
l'Ouest et aux États-Unis qu'à la conférence qu'Anatol Zhabothinsky donna à Prague en 1968.

La réalisation de cette réaction nécessite les quatre réactifs suivants :
� NaBrO3 : Bromate de sodium
� H2SO4 : Acide sulfurique
� C3H4O4 : Acide malonique
� NaBR : Bromure de sodium
On les préparera dans deux solutions contenant chacune les réactifs deux à deux, les paires

correspondant à l'ordre de leur citation, avant de les réunir. Pour visualiser l'évolution du po-
tentiel d'oxydo-réduction, on ajoutera une solution de ferroïne qui matérialisera le potentiel par
une coloration de la solution.

Les réactions mises en jeu sont complexes et nombreuses (cf: [IRE98], [W02]) : 18 réactions et
21 espèces di�érentes. On utilisera le modèle simpli�é suivant (f est un coe�cient st÷chiométrique
ajustable) :

A + Y −→ X + P (1)
A + X −→ 2X + 2Z (2)
X + Y −→ 2P (3)

2X −→ A + P (4)
B + Z −→ fY (5)

avec la correspondance :

A B X Y Z P

BrO−3 Matière Organique HBrO HBrO2 Br− Ce4+

Duquel nous pouvons tirer le système d'équations di�érentielles :

˙[X] = k1[A][Y ]− k2[X][Y ] + k3[A][X]− 2k4[X]2

˙[Y ] = −k1[A][Y ]− k2[X][Y ] + 1
2k5f [B][Z]

˙[Z] = 2k3[A][X]− k5[B][Z]

où l'on considèrera que, les espèces A et B étant en excès, les concentrations [A] et [B] comme
constantes.

1. Si l'on considère la réaction dans un système fermé, les oscillations forment un phénomène transitoire, qui,
après un certain laps de temps, �nit par disparaître. Si par contre, l'on considère un système ouvert (ie apport de
réactifs pour maintenir certaines concentrations constantes), le phénomène peut se produire indé�niment, ce que
modélise l'Oregonator.
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Si l'on tente de résoudre numériquement ce système, à partir des coe�cients que l'on peut
trouver dans [Fie07] et [EH], on constate, à nouveau, que des méthodes implicites donnent de
bien meilleurs résultats.

D'après [EH], la raideur de ce système provient du produit −k2[X][Y ] qui, après une brève
phase après laquelle [Y ] est de l'ordre 103 et [X] proche de 0, constitue une importante valeur
négative.

Si l'on observe les graphes, on note un pic pour [X], [Y ] et [Z] et d'une brusque chute qui lui
succède immédiatement pour [X], à laquelle succède une longue période où l'évolution est lente,
avant que ne recommence un cycle. On trouve donc des réactions rapides qui, pourtant, induisent
une évolution du système globalement lente, sous réserve d'exclure la phase d'apparition des pics
de concentration.

Dans l'exemple étudié dans [EH], résolut avec une méthode à pas de temps h variable, il est
nécessaire de faire varier ce dernier entre les ordres de grandeur 10 et 10−3, ce qui est révélateur
de la raideur de ce système.

2.3 Réaction-di�usion : Modèle du Brusselator

Il est commun, non seulement dans le domaine de la chimie mais aussi de la physique, de la
biologie, et bien d'autres, d'observer une � réaction �accompagnée d'un phénomène de di�usion.
On peut d'ailleurs, observer cela avec la réaction de Belousov-Zhabotinsky en versant moins d'un
millimètre de solution dans une boîte de Petri. Se forment alors des ondes spirales de potentiel
d'oxydo-réduction qui se propagent à la surface du récipient(cf: [IRE98]).

Figure 2 � Brusselator en l'abscence de di�usion (ie. α = 0)

Nous nous intéressons à un problème particulier, qui modélise une réaction autocatalytique :
le Brusselator. Ce modèle, qui fut proposé par Ilya Romanovich Prigozhin, conduit à un système
oscillant. Il met en jeu quatre réactions :
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A −→ X (1)
2X + Y −→ 3X (2)

B + X −→ Y + D (3)
X −→ E (4)

Si l'on construit alors le système en ajoutant à tout ceci la di�usion, nous obtenons les
équations aux dérivés partielles :

˙[X] = α∆[X] + k1[A] + k2[X]2[Y ]− k3[B][X]− k4[X]
˙[Y ] = α∆[Y ]− k2[X]2[Y ] + k3[B][X]

où ∆ est l'opérateur laplacien 2.

On peut étudier ce système dans le cas particulier où [A] et [B] sont constantes et valent
respectivement 1 et 3, et toutes les constantes du systèmes ki valent 1. C'est-à-dire :

ẋ = α∆x+ 1 + x2y − 4x
ẏ = α∆y − x2y + 3x

On reconnaît ici un problème parabolique non linéaire, dont la résolution numérique nous
amène à une discrétisation du laplacien. C'est ce dernier point qui est la source de la raideur
de ce système. En étudiant le cas d'une seul dimension spaciale, que l'on subdivise avec un pas
constant en N valeurs xi, on peut observer la matrice du laplacien. C'est une matrice tridiagonale
de valeurs (1, -2, 1) dont toutes les valeurs propres sont négatives et comprises entre 0 et −4.
Dans une telle con�guration, nous réécrivons le système de la façon suivante :

ẋi = α.δ2xi + 1 + x2y − 4x
ẏi = α.δ2yi − x2y + 3x

Avec δ2xi = (xi+1−2xi+xi−1)
δx2 et δx = 1

N . Ainsi, la plus faible valeur propre de la di�usion sera
proche de α. −4δx2 = −4αN2. On constate que plus la discrétisation est �ne, plus le modèle est
raide. Nous pouvons prendre un cas particulier où N = 50 et α = 1

50 . La plus faible valeur propre
de la di�usion est λ ≈ −200, alors que, dans le cas où l'on applique des conditions aux limites
de type Neumann, la plus grande valeur propre est proche de −1. La raideur est de l'ordre de
200, ce que l'on peut considérer comme moyennement raide.

On peut donc s'attendre à ce que résoudre ce problème nécessite une méthode implicite, ce
qui impliquerait de résoudre des systèmes non-linéaires. Il s'avère que la méthode de résolution
ROCK4 est particulièrement e�cace pour la résolution de systèmes �modérément� raides où les
valeurs propres sont réelles et négatives, ce qui correspond au problème posé par la présence de
la di�usion, à condition que le coe�cient α reste �relativement faible�. On utilisera donc cette
méthode pour des problèmes similaires.

2. Dans R3, il est dé�nit par ∆ = ∂2

∂2
x

+ ∂2

∂2
y

+ ∂2

∂2
z
.
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3 Méthodes de Runge-Kutta

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons une équation di�érentielle résolue du premier
ordre. C'est-à-dire le problème :

ẏ = f(y, t)

où f est une fonction de Rn × R→ Cn et y ∈ {R→ Cn}.

3.1 Quelques méthodes les plus simples

méthode d'Euler explicite La méthode d'Euler (explicite) est l'une des plus ancienne méth-
ode de résolution des équations di�érentielles. Elle fut introduite par Leonhard Paul Euler au
xviii

e siècle. Elle consiste, en pratique, pour une valeur initiale donnée, à tracer un graphe à
partir d'une approximation successive des dérivées, en utilisant la fonction f .

En choisissant un pas 3 h, et une valeur initiale yt0 à un temps t0, on peut approximer la
dérivée en ce point par f(yt0 , t0) et ainsi le prochain point de la courbe au temps h + t0 par
yt0 + hf(yt0 , t0). Cela revient à tracer un segment de la tangente en ce point. En répétant ce
processus, on obtient :

yti+1
= yti + hf(yti , ti) = yi + hf(yti , t0 + hi)

Elle correspond exactement au développement de Taylor à l'ordre 1 de la fonction y(t), c'est
à dire :

y(t) = yt0 + h ˙yt0 +O(h2) = yt0 + hf(yt0) +O(h2)

et converge donc bien vers la solution pour h→ 0. L'erreur locale est en O(h2) et l'erreur globale,
c'est-à-dire après sommation d'un grand nombre de pas, est donc en O(h). On dira alors que
cette méthode est d'ordre 1.

méthode d'Euler implicite (Euler rétrograde) De la même façon, on peut aproximer la
dérivée en ti+1 par f(yti+1

, ti+1) ce qui nous conduit à la méthode :

yti+1 = yti + hf(yti+1 , ti+1)

qui nécessite la résolution d'un système, souvent non-linéaire.

Là aussi, cela correspond, pour h→ 0, c'est-à-dire yi+1 → yi, au développement de Taylor à
l'ordre 1.

La grande di�érence entre Euler explicite et Euler rétrograde est le domaine de stabilité de
ces deux méthodes. (cf 3.3)

3.2 Méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes d'Euler sont relativement imprécises. Pour en trouver de plus précises, nous
allons nous intéresser à une famille de méthodes particulières.

3. On le considèrera comme constant, mais on peut tout à fait imaginer le faire varier entre deux pas 4 de la
méthode. On posera alors simplement h = ti+1 − ti.
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Dé�nition 1.1 : Une méthode de Runge-Kutta d'ordre p à s étages est une méthode dont
l'erreur locale est en O(hp+1) dé�nie par les expressions :

∀i ∈ {1, . . . , s} : Yi = ytn + hΣsj=1aijf(Yj , tn + cjh) ytn+1
= yn + hΣsj=1bjf(Yi, tn + cjh)

ainsi que ses coe�cients présentés sous la forme d'un tableau de Butcher :

c1 a11 . . . a1s
...

...
. . .

...
cs as1 . . . ass

b1 . . . bs

Une méthode est donc explicite si et seulement si ∃(i, j) ∈ {1, . . . , s}2, j ≥ i | aij 6= 0.

De plus, on parlera de méthode diagonalement implicite pour une méthode implicite où
∀(i, j) ∈ {1, . . . , s}2 | j > i⇒ aij = 0.

Dé�nition 1.2 : La méthode RK4 classique est une méthode de Runge-Kutta, datant du début
du xx

e siècle, dont le tableau de Butcher est

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 2/6 2/6 1/6

Remarque : L'écriture de ces méthodes sous la forme d'un tableau de Butcher est relativement
récente. On peut tout à fait dé�nir RK4 comme une sucession de plusieurs calculs, et la notation,
là aussi, varie. Dans ce document, nous ferons d'ailleur usage de deux notations di�érentes, en
utilisant la plus adaptée à la situation, après l'avoir rappelée.

On véri�era par la suite que cette méthode est bien d'ordre 4.

Remarque: Il apparaît donc que les méthodes d'Euler et Euler rétrograde sont des méthodes

de Runge-Kutta à 1 étage ayant pour tableau, respectivement
0 0

1
et

1 1
1

.

3.3 Les domaines de stabilité

L'ordre n'est pas la seule condition importante entrant en jeu dans le choix d'une méthode de
Runge-Kutta. La seconde condition importante est le domaine de stabilité de la méthode. Cela
correspond aux points du plan complexe z pour lesquels la méthode reste stable, c'est-à-dire que
les résultats restent bornés.

Nous allons étudier un certain critère de stabilité d'une méthode, appelé critère de Dahlquist.
On considère le problème linéaire :

ẏ = λy

Cherchons alors à exprimer le résultat d'un pas de cette méthode comme une fraction rationnelle
en λh 5 :

5. Dans le cas d'une méthode implicite, nous aurons a�aire à une fraction rationelle, alors que dans le cas
d'une fonction explicite, nous aurons un polynôme. Ceci peut se déduire de l'expression sous la forme d'une somme
d'une méthode de Runge-Kutta.
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yti+1
= R(z)yti où z = λh ∈ C

où R(z) est appelée fonction de stabilité.

La fonction de stabilité de la méthode d'Euler (explicite) est donc

R(z) = 1 + z car yti+1
= (1 + z)yti

ce qui correspond aux deux premiers termes de la série exponentielle, solution de ce problème.
De même, fonction de stabilité de la méthode d'Euler rétrograde (Euler implicite) est :

R(z) = 1
1−z provenant de yti+1

= yti + zyti+1

Le domaine de stabilité d'une méthode est la partie du plan complexe pour laquelle la fonction
de stabilité respecte la condition |R(z)| ≤ 1. Cela correspond aux valeurs pour lesquelles la
méthode ne diverge pas 6.

Pour Euler explicite, le domaine de stabilité est le disque de centre z = −1 et de rayon |z| = 1.

Pour Euler rétrograde, le domaine de stabilité est la totalité du plan complexe privé du disque
ouvert de centre 1. Puisque cette méthode contient le demi-plan à valeurs réelles négatives, on
dit que cette méthode est A-stable. Mieux, du fait que R(−∞) = 0 on dit que cette méthode
est L-stable. Cela signi�e qu'elle est particulièrement stable pour des valeurs propres négatives,
même très faibles (i.e. élevées en module).

3.4 Méthode des directions alternées

La méthode des directions alternées est historiquement une solution à la résolution d'équations
paraboliques et elliptiques alors que les ordinateurs disposaient de mémoire et capacité de calcul
faibles.

Considérons l'équation de la chaleur en dimension deux

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= ∆u (1)

On peut alors chercher à résoudre les problèmes

∂u

∂t
=
∂2u

∂2x

∂u

∂t
=
∂2u

∂2y
(2a)

On traite alors les problèmes en discrétisant les laplaciens, c'est-à-dire en considérant une grille
de valeurs uij , puis en posant ∂2u

∂2x = u(i+1)j − 2uij + u(i−1)j et
∂2u
∂2y = ui(j+1) − 2uij + ui(j−1), ce

que nous pouvons résoudre avec des méthodes numériques.

Si l'on condidère alors les �ots 7de ces problèmes, où φ
[1]
t (y) et φ[2](t) sont ceux des deux

problèmes, et φt(y) le �ot du problème 1, on peut alors chercher à approximer φt(y) par (φ
[1]
t ◦

6. Ainsi, puisqu'un polynôme n'est pas borné, une méthode explicite ne peut qu'avoir un domaine de stabilité
�ni.

7. Le �ot d'une équation di�érentielle ẏ = f(y) et d'une condition initiale y(t0) = y0 est l'application
φt(y0) : y 7→ φt(y0) où φt(y0) est la valeur de la solution du problème pour la condition initiale donné à l'instant
t.
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φ
[2]
t )(t). Cette solution est exacte dans le cas où φ

[1]
t et φ[2]t commutent, ce qui est le cas du

laplacien.

Elle est aujourd'hui utilisée pour subdiviser des problèmes (notamment les problèmes de
réaction/di�usion) et résoudre ceux-ci avec des méthodes spéci�ques. Par exemple, un problème
de la forme ẏ = D(y) +R(y) où D est la di�usion et R une réaction raide, pourra être résolue en
utilisant Φ[1] et Φ[2] des méthodes spéci�ques, puis la solution générale obtenue par Φ

[2]
t/2 ◦Φ

[1]
t ◦

Φ
[2]
t/2. Cette approximation en trois termes introduit une erreur absolue en O(h3) et la précédente,

à deux termes, en O(h2).

4 Ordre d'une méthode de Runge-Kutta

Dans la suite de ce chapitre, nous considérerons le problème autonome

ẏ = f(y) y(t0) = y0 f : Rn → Rn

On rappelle qu'un problème de la forme ẏ = f(y, t) peut se ramener au problème précédent en
ajoutant l'équation ṫ = 1 au système.

Nous allons chercher à trouver une condition nécessaire, su�sante et élégante pour qu'une
méthode de Runge-Kutta, dont le tableau de Butcher est donné, soit d'ordre p. Pour ce faire, il
nous faudra introduire quelques notations et formalisme qui nous permettront d'exprimer cette
condition.

4.1 Le formalisme des arbres enracinés

Notation 2.1 (Formes p-linéaires) : On notera f ′(y) le jacobien de f(y), f ′′(y) la dérivée
seconde et f (p)(y) la dérivée pième de f. En�n, on notera chacun des produits formés de ces
dérivées pième ainsi que d'autres termes comme des applications p-linéaires. Par exemple, on
notera f ′′(y)(a, b) le produit f ′′(y)ab. Ceci est possible grâce aux propriétés de symétrie des
dérivées partielles.

Il devient alors possible d'exprimer les dérivées temporelles de y comme combinaisons linéaires
de ces applications p-linéaires en utilisant les propriétés sur la dérivée de fonctions composées 8

ainsi que la dérivation d'un produit 9.

ẏ = f(y)
ÿ = f ′(y)(ẏ)
y(3) = f ′′(y)(ẏ, ẏ) + f ′(y)(ÿ)
y(4) = f (3)(y)(ẏ, ẏ, ẏ) + 3f ′′(y)(ÿ, ẏ) + f ′(y)(y(3))
y(5) = f (4)(y)(ẏ, ẏ, ẏ, ẏ) + 6f (3)(y)(ÿ, ẏ, ẏ) + 4f ′′(y)(y(3), ẏ) + 3f ′′(y)(ÿ, ÿ) + f ′(y)(y(4))

8. Dérivation d'une fonction composée :

df ′(y)

dt
=

df ′(y)

dy

dy

dt

9. Dérivation d'un produit de fonctions :

d
∏

i∈I fi(t)

dt
=

∑
i∈I

dfi(t))

dt

∏
j∈I,j 6=i

fj(t)
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Nous pouvons alors, en itérant sur le nombre de dérivations de y par rapport à t, exprimer
chaque y(i) en fonction des dérivées pièmes et de f(y). En allégeant quelque peu la notation par
l'omission du paramètre (y), nous obtenons �nalement :

ẏ = f
ÿ = f ′(f)
y(3) = f ′′(f, f) + f ′(f ′(f))
y(4) = f (3)(f, f, f) + 3f ′′(f ′(f), f) + f ′(f ′′(f, f)) + f ′(f ′(f ′(f)))
y(5) = f (4)(y)(f, f, f, f) + 6f (3)(y)(f ′(f), f, f) + 4f ′′(f ′′(f, f)) + 4f ′′(f ′(f ′(f)), f) + 3f ′′(y)(f ′(f), f ′(f))

+f ′(f (3)(f, f, f)) + 3f ′(f ′′(f ′(f), f)) + f ′(f ′(f ′′(f, f))) + f ′(f ′(f ′(f ′(f))))

On peut alors schématiser chaque terme de cette combinaison linéaire sous la forme d'un
arbre enraciné, où chaque noeud, représentant une dérivée qième, a q branches rattachées aux q

opérandes. Par exemple, l'expression f ′′(f, f ′(f)) sera représentée par l'arbre

f ′′

f f ′

f . Ceci
nous amène donc à la série de dé�nitions suivantes.

Dé�nition 2.2 (Arbres) : L'ensemble des arbres enracinés T est dé�ni de façon récursive
comme suit :

� L'arbre , avec un unique sommet appellé racine, appartient à l'ensemble T
� Soit (τ1, . . . , τk) ∈ Tk, alors l'arbre [τ1, . . . , τk] est un élément de T, correspondant à l'arbre

τ1 . . . τk formé d'une racine à laquelle est reliée chacun des sous-arbres τi. On
rappelle que l'ordre dans lequel �gurent les sous-arbres τi n'a aucune importance, c'est-à-
dire que [τ1, . . . , τi, . . . , τj , . . . τk] = [τ1, . . . , τj , . . . , τi, . . . τk]

Dé�nition 2.3 (Di�érentielles élémentaires) : On dé�nit l'application F : T → RnR
n

récursivement par :
� F ( ) = f = y 7→ f(y)
� Soit τ = [τ1, . . . , τk] ∈ T, alors F (τ) = f (k)(F (τ1), F (. . . ), F (τk))

On appelle alors chacune des expressions F (τ) une di�érentielle élementaire.

Notation 2.4 (Arbres) : On notera :
� |τ | le nombre de sommets de l'arbre τ ∈ T.
� α(τ) ∈ N le coe�cient qui apparaît devant l'expression F (τ), τ ∈ T. Ce dernier est bien
dé�ni car les expressions apparaissant dans une dérivée pième de y est décrite par un arbre
à |τ | sommets, ce qui assure l'unicité de ce coe�cient.

De ces notations et dé�nitions découle alors notre premier théorème.

Théorème 2.5 : La dérivée pième de y(t) est donnée par l'expression

y(p)(t0) =
∑
|τ |=p

α(τ)F (τ)(y0)
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Démonstration : Il s'agit d'une récurrence sur p ; on démontre que simplement que les dérivées
s'expriment avec des sommes à p termes constitué de dérivées de f , ce qui revient à dire que l'on
peut l'écrire comme une somme d'arbres à p sommets.

4.2 Identi�cation des coe�cients d'une méthode de Runge-Kutta

Nous allons maintenant e�ectuer un travail similaire, non plus avec une solution exacte, mais
avec une méthode de Runge-Kutta à q étages, dont le tableau de Butcher est donné. Si l'on note
alors

gi = hf(ui) (1) (3)

nous avons (avec (i, j) ∈ {1, . . . , q}2)

ui = y0 +
∑
j aijgj yt0+h = y0 +

∑
i bigi (4)

où la première expression est une étape intermédiaire, précédemment notée Yi, de la méthode et
la seconde est le résultat de la méthode appliquée avec un pas h. Les expressions ui, gi et yt0+h
sont des fonctions du pas de temps h. Nous allons donc nous intéresser à leurs dérivées évaluées
en h = 0.

Rappelons la formule de Leibniz

(hf)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
h(k) f (n−k)

où
(
n
k

)
est le coe�cient binomial dé�ni par(

n

k

)
=

n!

(n− k)!k!

Si nous appliquons cette expression à gi en tenant compte que ∀k ≥ 2, h(k) = 0 nous obtenons

g
(k)
i = h[f(ui)]

(k) + k[f(ui)]
(n−1)

En faisant tendre h→ 0 on obtient alors

g
(k)
i

∣∣∣
h=0

= k[f(ui)]
(n−1) (5)

En utilisant les mêmes règles qu'au paragraphe précédent nous parvenons aux même ex-
pressions obtenues par la solution exacte, à ceci près qu'apparaît maintenant un facteur entier
supplémentaire. Si nous calculons les premières expressions en h = 0, nous obtenons :

ġi = 1.f(y0)
g̈i = 2.f ′(y0)(u̇i)

g
(3)
i = 3. (f ′′(y0)(u̇i, u̇i) + f ′(y)(üi))

g
(4)
i = 4.

(
f (3)(y0)(u̇i, u̇i, u̇i) + 3f ′′(y0)(üi, u̇i) + f ′(y0)(u

(3)
i )
)

g
(5)
i = 5.

(
f (4)(y0)(u̇i, u̇i, u̇i, u̇i) + 6f (3)(y0)(üi, u̇i, u̇i) + 4f ′′(y0)(u

(3)
i , u̇i) + 3f ′′(y0)(üi, üi) + f ′(y0)(u

(4)
i )
)

Intéressons-nous aux dérivées des ui. Nous obtenons à partir de (2) l'équation

u
(k)
i =

∑
j

aijg
(k)
j (6)
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Il nous est donc possible de remplacer chaque dérivée des ui �gurant dans les gi par leur
expression, et nous obtenons

ġi = 1.f u̇i = 1.
(∑

j aij

)
f

g̈i = (1.2)
(∑

j aij

)
f ′(f) üi = (1.2)

(∑
jk aijajk

)
f ′(f)

g
(3)
i = (1.3)

(∑
jk aijaik

)
f ′′(f, f) u

(3)
i = (1.3)

(∑
jkl aijajkajl

)
f ′′(f, f)

+(1.2.3)
(∑

jk aijajk

)
f ′(f ′(f)) +(1.2.3)

(∑
jkl aijajkakl

)
f ′(f ′(f))

Dé�nition 2.6 (Facteurs entiers) : On dé�nit l'application γ : T→ N récursivement par
� γ( ) = 1
� γ(τ) = |τ |γ(τ1) . . . γ(τk) où τ = [τ1, . . . , τk]

On appellera γ(τ) un facteur entier.

Dé�nition 2.7 (Facteurs somme) : On dé�nit l'application gi(τ) : T → R récursivement
par

� gi( ) = 1
� gi(τ) = ui(τ1) . . .ui(τk)

On dé�nit aussi l'application (u)i(τ) : T→ R par

ui(τ) =
∑
j

aijgj(τ) =
∑
j

aijui(τ1) . . .ui(τk)

Lemme 2.8 (Expression des dérivées) : Les dérivées pième de gi et ui en h = sont exacte-
ment :

g
(p)
i

∣∣∣
h=0

=
∑
|τ |=p

γ(τ).gi(τ).α(τ).F (τ)(y0) u
(p)
i

∣∣∣
h=0

=
∑
|τ |=p

γ(τ).ui(τ).α(τ).F (τ)(y0)

Démonstration : Ces formules sont exactes pour i = 1. De plus, de par le fait que les expressions
ne di�èrent que par des constantes avec les expressions précédentes, et que l'on peut toujours
les factoriser, il est immédiat que l'on retrouve l'expression α(τ).F (τ)(y0). On e�ectue alors une

récurrence sur p, avec |τ | = p+1, τ = [τ1, . . . , τk] et l ∈ {1, . . . , k}. En appliquant 5 à u(p)i

∣∣∣
h=0

on

constate, dans un premier temps, que l'on multiplie l'expression par p+1 = |τ | ce qui correspond
bien au facteur entier γ(τ). Dans un second, on remarque que pour chaque sous-arbre τl de τ
on à un facteur additionnel ui(τl), et par factorisation en retrouve le produit qui dé�nit gi(τ).
En�n, 6 conclut la démonstration en nous donnant immédiatement gi(τ)

Dé�nition 2.9 (poids élémentaires) : On dé�nit l'application φ : T→ R par

φ(τ) =
∑
i

bigi(τ) (7)

Remarque : On peut facilement calculer ce coe�cient pour un arbre τ donné, en attachant à la
racine de τ la lettre i, puis les suivantes à chaque autre sommet. Le coe�cient φ(τ) est alors
la somme des produits regroupant les termes bi, et ajk où j est un sommet de τ et k la racine
d'un sous-arbre de τ . Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre de sommets et
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la valence de la racine, en découpant chaque arbre en ses sous-arbres, et en calquant le processus
de construction des gi.

Ces résultats nous permettent �nalement d'obtenir un théorème sur la forme de la solution
numérique d'une méthode de Runge-Kutta.

Théorème 2.10 : La dérivée pième de la solution issue d'une méthode de Runge-Kutta à q
étages, prise en h = 0 est

y
(p)
t0+h

∣∣∣
h=0

=
∑
|τ |=p

γ(τ)φ(τ)α(τ)F (τ)(y0) (8)

4.3 Condition nécessaire et su�sante sur l'ordre

Théorème 2.11 : Une méthode de Runge-Kutta est d'ordre p si et seulement si

∀|τ | ≤ p θ(τ) = 1
γ(τ) (9)

Démonstration : Si la condition est véri�ée, alors d'après les Théorèmes 2.10 et 2.5 toutes les
dérivées jusqu'à l'ordre p de la méthode sont égales aux dérivées de la solution exacte pour h→ 0.
Elle est donc bien su�sante. De plus, les di�érentielles élémentaires F (τ) sont indépendantes (ie.
Une di�érentielle à k termes n'apparaît que dans l'expression de la dérivée kième et pour chaque
expression d'une dérivée kième on factorise pour ne laisser apparaître qu'une unique fois chaque
di�érentielle élémentaire) ce qui permet d'a�rmer la nécessité de cette condition.

Un récapitulatif des coe�cients, di�érentielles élémentaires et arbres jusqu'à l'ordre 4 se
trouve dans le tableau 1.

Exemple 2.12 : Pour l'arbre nous obtenons les conditions∑
ijklmn

biaijajkajlalmajn =
1

6.3.2
=

1

36

Remarque : Il est bon de préciser que la condition pour qu'une méthode de Runge-Kutta soit
d'ordre 2 est identique à la condition imposée par un développement de Taylor dans le où f est
linéaire (ie. f(y) = λy), à savoir

∑
i bi = 1 et

∑
ij biaij = 1

2 .

5 ROCK 2

La méthode ROCK2 est une méthode de Runge-Kutta explicite d'ordre 2 qui a pour par-
ticularité de réunir les conditions suivantes :

� Un intervalle de stabilité quasi-optimal
� Une relation de récurrence à trois termes
� Une erreur absolue en O(h3)
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Table 1 � Coe�cients, di�érentielles élémentaires et arbres

|τ | τ Graph. α(τ) F (τ) γ(τ) φ(τ)

1 1 f 1
∑
i bi

2 [ ] 1 f ′f 2
∑
ij biaij

3 [ , ] 1 f ′′(f, f) 3
∑
ijk biaijaik

3 [[ ]] 1 f ′f ′f 6
∑
ijk biaijajk

4 [ , , ] 1 f ′′′(f, f, f) 4
∑
ijkl biaijaikail

4 [[ ], ] 3 f ′′(f ′f, f) 8
∑
ijkl biaijaikajl

4 [[ , ]] 1 f ′f ′′(f, f) 12
∑
ijkl biaijajkajl

4 [[[ ]]] 1 f ′f ′f ′f 24
∑
ijkl biaijajkakl

La présence d'intervalles de stabilité quasi-optimaux et d'une relation de récurrence perme-
ttent d'obtenir de bonnes approximations d'une solution d'une équation di�érentielle moyen-
nement raide avec un pas de temps important. C'est en voulant réunir ces trois conditions que
Alexei A. Medovikov et Assyr Abdulle construisirent cette méthode (cf: [AA01]).

Dans cette partie, nous décrirons la méthode employée pour construire cet algorithme. Nous
admettrons quelques théorèmes qui seront rappelés aux moments opportuns.

5.1 Fonction de stabilité et polynômes orthogonaux

Considérons les polynômes optimaux pour une méthode de Runge-Kutta explicite d'ordre 2.
On notera Rs(z) la fonction de stabilité optimale formée d'un polynôme de degré s. On aura
donc ∀s ∈ N, z ∈ C, ez −Rs(z) = O(h3). Les conditions d'optimalité sont :

Rs(z) = 1 + z +
z2

2
+

s∑
i=3

αi,sz
i, αi,s ∈ R (10)

|Rs(z)| ≤ 1,∀z ∈ [−ls, 0] (11)

où ls est maximal.

Nous admettrons([Sze59]) que ces polynômes existent et sont uniques, pour tout ordre de
méthode et tout degré donné. De plus, nous admettrons que ces polynômes sont equi-oscillants
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en s− 1 points, i.e.
∃ − ls < z1 < · · · < zs−2 < 0|

∀i ∈ 0, . . . , s− 3, Rs(zi) = −(zi+1)
∀i ∈ 0, . . . , s− 2, |Rs(zi)| = 1

(12)

Nous admettrons aussi que ces polynômes possèdent deux racines complexes, et ainsi s−2 racines
réelles.

Nous allons légèrement modi�er la condition 11 par |Rs(z)| ≤ η < 1, et nous prendrons
η = 0.95. Cela a pour e�et de réduire légèrement l'intervalle de stabilité, mais permettra de tenir
compte de possibles erreurs d'arrondi.

Remarque 1 : Aucune solution analytique explicite n'est connue pour les polynômes optimaux
d'ordre 2. Ils sont, en pratique, calculés par des méthodes numériques.

Remarque 2 : Les polynômes optimaux pour les méthodes d'ordre 1 sont les polynômes de
Tchebychev Ts, appliqué à un polynôme en z. Plus exactement, Rs(z) = Ts(1+ z

s2 ). Ils respectent
des conditions similaires à 10, 11 et 12. De plus, ls = 2s2. On rappelle que les polynômes de
Tchebychev sont orthogonaux 10 pour la fonction de poids 1/

√
(1− x2). On rappelle aussi que

s'il existe une suite de polynômes orthogonaux pour un poids donné, alors tout autre suite de
polynômes orthogonaux est constituée des mêmes polynômes(à un facteur multiplicatif près) 11.

Une propriété remarquable de toute suite de polynômes orthogonaux est :

Lemme 3.1 (Relation de récurrence des polynômes orthogonaux) : Toute suite de
polynômes pn(x) orthogonaux pour le produit scalaire 〈., .〉 présente une relation de récurrence
à trois termes

pn+1 = (anx+ bn)pn − cnpn−1
Démonstration : Puisque pn est de degré n, alors (pk)nk=0 forme une base de Cn−1[x]. De plus,
∃an, bn tq. P (x) = (anx+ bn)pn − pn+1 et deg(P ) < n. En e�et, si pn = enz

n + en−1z
n−1 + . . .

et pn+1 = hn+1z
n+1 + hnz

n + . . . il su�t de prendre an = hn+1

en
et bn = hn−anen−1

en
. On a alors

(anx+ bn)pn − pn+1 =

n−1∑
j=0

µn,jpj

En appliquant 〈., .〉 à cette expression, nous obtenons :

〈pj ,
n−1∑
j=0

µn,jpj〉 = 〈(anx+ bn)pn − pn+1, pj〉 = 〈anxpn, pj〉+ 〈bnpn, pj〉 − 〈pn+1, pj〉

Par orthogonalité, il vient

∀1 ≤ j ≤ n− 1, 〈pj , pj〉µn,j = an〈xpn, pj〉

10. Soit un produit scalaire dé�ni par 〈f, g〉 =
∫ b
a f(x)g(x)ω(x)dx où ω(x) est appelé fonction de poids.

Deux polynômes P (x) et Q(x) sont dit orthogonaux si et seulement si 〈P,Q〉 = 0 On appelle [a, b] l'intervalle
d'orthogonalité
11. En e�et, considérons deux suites de polynômes (an) et (bn) pour un poids w(x). Soit m ∈ N. Le polynôme

am peut s'écrire comme combinaison linéaire des polynômes bi pour i ∈ 0, . . . ,m. De plus, si l'on calcule le produit
scalaire 〈bm, am〉 =

∑
i αi〈bm, bi〉 de par l'orthogonalité des polynômes de la suite (bn), seul le terme 〈bm, bi〉

subsiste. On en déduit que am = Cbm.
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De plus, de par la dé�nition du produit scalaire, nous avons 〈xpn, pj〉 = 〈pn, xpj〉. Pour j < n−1,
ce produit est nul, donc :

cn := 〈pj , pj〉µn,j = an〈xpn, pn−1〉

d'où l'on conclut
(anx+ bn)pn − pn+1 = cnpn−1

Nous allons chercher à construire une suite de polynômes orthogonaux qui approximent les
polynômes optimaux. Pour nous faciliter la tâche, nous travaillerons dans l'intervalle [−1, 1] en
posant x = 1 + 2z

ls
. Posons

Rs(x) = ω(x)P s−2(x) (13)

où w est le polynôme de degré 2 possédant les deux racines complexes de Rs(x). Tenant compte
du fait que Rs(1) = 1 nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que ω(1) = 1 = P s−2(x).
Nous pouvons réécrire les conditions 10 et 11 sous la forme

Rs(1) = 1, R
′
s(1) = ds, R

′′
s (1) = d

2

s (14)

où ds = ls
2 , et

max
x∈[−1,1]

|Rs(x)| = 1 (15)

Nous admettrons([Sze59], [AA01]) le théorème suivant :

Théorème 3.2 : Soit q(x) une fonction de poids positive sur [−1, 1], tel que 0 < λ < q(x) < Λ
et |q(x+ δ)− q(x)|| ln δ1+ε < L (où λ,Λ, ε, L sont des constantes positives). Alors, les polynômes
othogonaux Pn associé à la fonction de poids q(x)/(

√
1− x2) respectent, ∀x ∈ [−1, 1] :

q(x)1/2Pn(x) = cos(nθ + ψ(θ)) +O(ln(n)−ε), θ := arccos(x) (16)

où ψ, appelée fonction de phase de Szegö-Bernstein, est continue et positive tel que ψ(0) =
ψ(π) = 0.

Appliquons ce théorème en posant q(x) = ω(x)2, et n = s − 2. D'après 16, et d'après la
continuité de nθ + ψ(θ), ωP s−2 oscille, à O(ln(n)−ε) près, entre −1 et 1 en s − 1 points sur
[−1, 1].

Nous allons donc utiliser le polynôme Ps−2 plutôt que P s−2. Notre problème devient alors :
� Trouver un polynôme ω(x) de degré 2 (qui peut dépenre de s− 2)
� Construire Ps−2 associé à la fonction de poids ω(x)2/(

√
1− x2) de façon à ce que

Rs(x) = ω(x)Ps−2(x) (17)

soit le polynôme d'une fonction de stabilité d'ordre 2, tout en cherchant à maximiser ls

5.2 Construction des coe�cients dont dépend Rs

Nous allons chercher à construire le polynôme de stabilité Rs(x). Dans un premier temps,
posons

ω(x) = (x− (α+ iβ))(x− (α− iβ))
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. Pour s ≥ 3, Ps−2 est le polynône orthogonal associé à la fonction de poids ω(x)2/(
√

1− x2).
Si nous normalisons Ps−2(x) de façon à ce que |ω(x)Ps−2(x)| ≤ 1 pour x ∈ [−1, 1], il est peu
probable que ω(1)Ps−2(1) = 1, c'est pourquoi nous allons poser

Rs(x) =
ω(x)Ps−2(x)

ω(a)Ps−2(a)
(18)

où a ∈ [−1, 1] est proche de 1. Nous travaillerons par la suite sur [−1, a] et poserons les conditions
d'ordre en a.

On notera parfois Rs(x, α, β) pour faire ressortir le fait que les coe�cients de ce polynôme
dépendent de ces variables. De plus, de par la structure du polynôme ω, nous pouvons sans perte
de généralité imposer β ≥ 0.

Nous posons alors le problème suivant :

R′s(a, α, β) = d,R′′s (a, α, β) = d2 (19)

∀x ∈ [−1, a], |Rs(x)| ≤ 1 (20)

l = (1 + a)d aussi grand que possible (21)

Notons que par le changement de variable z = (x− a)d et en posant R̂s(z) = Rs(a+ z
d ) nous

obtenons les conditions
R̂s(0) = 1, R̂′s(0) = 1, R̂′′s (0) = 1 (22)

∀z ∈ [−l, 0], |R̂s(z)| ≤ 1 (23)

Pour construire les coe�cients a, d, α, β, les auteurs proposent un algorithme en deux étapes.

5.2.1 Etape 1 de l'algorithme

Pour des valeurs a et d donné, cherchons à déterminer αnv et βnv tel que la condition 19 soit
respectée. Nous devons donc résoudre le système d'équations (non linéaire) suivant :

R′s(a, αnv, βnv) = d
R′′s (a, αnv, βnv) = d2

(24)

Il existe des formules explicites, bien que d'un esthétisme douteux, pour calculer les valeurs
de Rs(x) et ses dérivées en x, ce qui permet de résoudre numériquement le système d'équations.

5.2.2 Etape 2 de l'algorithme

Pour Rs(x) donné (i.e. a, d, α, β donné) nous allons déterminer anv respectant 20 et lnv
s'approchant de 21.
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i) Calcul de anv

Après la résolution du système 24, il est probable que la condition

max
x∈[−1,a−ε]

|Rs(x)| = 1 où ε > 0 est le plus petit réel tel que Rs(x) ait un extremum local en a− ε

(25)
ne soit pas respectée. Pour déterminer anv respectant cette condition, on pourra procéder comme
suit :

Soit m = maxx∈[−1,a−ε] |Rs(x)|
� Si m < 1, on prendra anv < a tel que Rs(anv) = m
� Si m > 1, on prendra anv > a tel que Rs(anv) = m

Nous pouvons a�rmer l'existence d'une solution anv par le théorème des valeurs intermédiaires
puisque, en notant γs−2 la plus grande racine réelle, R(x) augmente pour x > max(α, γs−2) et
diminue si x tend vers γs−2

Nous redé�nissons alors Rs(x) par

Rs(x) =
ω(x)Ps−2(x)

ω(anv)Ps−2(anv)
(26)

ii) Calcul de lnv

Nous allons chercher une nouvelle valeur pour l, et donc par la même occasion de d = l
1+a .

Cette valeur est nécessairement inférieure à ls, valeur des polynômes optimaux que nous cherchons
à approcher. Puisque les polynômes optimaux sont equi-oscillants avec pour valeur 1 en s − 1
points, nous allons chercher à déterminer lnv de façon à ce que les extrema locaux de Rs(x)
restent proche de 1.

Nous posons

∀i ∈ {1, . . . , s− 2}, µi = max
x∈[γi,γi+1]

|Rs(x)|, et µmin = min
i
µi (27)

lnv = l + ζ(1− µmin) (28)

où γi sont les racines réelles de Rs(x), γs−1 = a−ε est le plus proche extremum local de a et ζ une
constante positive (Les auteurs de la méthode proposent ζ = 0.5). Si l > l ou que 1− µmin < t
où t > 0 est une constante, on conserve l (i.e. lnv = l). Puisque l < l, les auteurs de la méthode
proposent de prendre pour valeur initiale de l une fraction de l, comme 4

5 l.

Résumé de l'algorithme :

1. Calcul de α et β par la résolution du système 24

2. Calcul de anv et lnv
3. Recommencer la première étape, tant que |anv−apre| < q et |lnv− lpre < q où q > 0 est une

constante proche de 0, déterminant à partir de quel instant les solutions sont considérés
comme relativement stables.

Nous avions évoqué l'utilisation d'une constante positive η a�n d'éviter les problèmes d'ar-
rondi. En pratique, il faudrait changer certaines conditions par maxx∈[−1,a−ε] |Rs(x)| = η et
lnv = l + ζ(η − µmin).

On remarque, expérimentalement, que dans le cas des polynômes optimaux d'ordre 2, l'inter-
valle de stabilité maximal est donnée par l = c2(s)s2 et que c2(s)→ 0.82, très rapidement.
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6 Existence de Rs

Notons

∀s ≥ 3, Ps−2(x) =

s−2∏
i=1

(x− γi),−1 < γ1 < · · · < γs−2 < 1

nos polynômes orthogonaux. On posera aussi R̃s(x) = ω(x)Ps−2(x).

Nous allons utiliser l'hypothèse suivante, véri�ée par tous les polynômes optimaux d'ordre
pair :

(H) ∃ξ1, ξ2 avec γs−2 < ξ1 < ξ2 < α tq. R̃′s(ξi) = 0

Commençons par démontrer qu'elle est véri�ée pour nos polynômes R̃s.

Lemme 3.3 : Si l'on note γs−2 la plus grande racine réelle de R̃s(x), alors ∃δ > 0 tq. ∀ − δ ≤
1− α < δ, 0 ≤ β ≤ δ, alors ∃γs−2 < ξ1 < ξ2 < α tq.

∀i ∈ 1, 2, R̃′s(ξi) = 0

Démonstration : Posons

g(x) =
R̃′s(x)∏s−2

i=1 (x− γi)
= 2(x− a) + ((x− a)2 + b2)

s−2∑
i=1

1

x− γi

Nous pouvons supposer que α = 1 et β = 0. Posons aussi ε = (1−γs−2)/2 > 0. Nous avons alors,
concernant le signe de g(x)

� g(1 + ε
s−2 ) > 0 : Il su�t de remplacer dans l'expression pour constater que les termes sont

tous positifs
� g(1− ε

s−2 ) > 0 : Il su�t de constater que

s−2∑
i=1

1

1− e
s−2 − γi

≤ s− 2

1− e
s−2 − γs−2

≤ s− 2

ε

� g(x)→ 0 quand x→ ξs−2 car R̃s(1) > 0 et R̃s(x) s'annule en γs−2.
Puisque g(x) dépend de façon continue de α et β, ces trois résultats restent vrais dans un voisinage
de 1. On en déduit immédiatement que la fonction s'annule donc en deux points, ξ1 et ξ2.

Nous allons maintenant chercher à démontrer, pour α et β respectant (H), qu'il existe a et d
tel que notre système 19 admette une solution. De cette façon nous aurons démontré l'existence
d'un tel polynôme.

Théorème 3.4 : Soit R̃s(x) respectant (H) avec β 6= 0. Posons

Rs(x) =
R̃s(x)

R̃s(a)
=
ω(x)Ps−2(x)

ω(x)Ps−2(a)

Alors, ∃a > ξ et d tel que Rs(x) respecte les conditions

R′s(a, α, β) = d,R′′s (a, α, β) = d2 (29)
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Démonstration : La condition β 6= 0 nous permet d'a�rmer que R̃s(x) a exactement s − 2
racines réelles. De plus, puisque R̃s(x) s'annule s − 2 fois, il existe donc au moins s − 3 racines
réelles de R̃′s(x) pour x < ξ1. (Application du théorème de Rolle) De plus, ξ1 et ξ2 sont racines de
R̃′s(x) ce qui nous permet d'a�rmer(du fait que degR̃s(x) = s−1) que R̃′s(x) possède exactement
s− 1 racines réelles.

Ce résultat implique que R̃′′s (x) s'annule entre ξ1 et ξ2. De plus, pour x > ξ2, R̃′(x) > 0 car
R̃(x) > 0. En e�et, si R̃′(x) < 0, alors R̃(x) décroît et serait donc négatif. Puisque le dernier zéro
de R̃′(x) est ξ2, R̃(x) continue de décroître et on conclut que R̃(x) < 0, ce qui est absurde. De
même, puisque R̃′(x) > 0, nous en déduisons R̃′′(x) > 0.

Posons
p(x) = (R̃′s(x))2 − R̃s(x)R̃′′s (x)

Puisque R̃′′s (ξ2) > 0, R̃s(ξ2) > 0 et R̃′s(ξ2) = 0, nous pouvons a�rmer p(ξ2) < 0.

Or :
R̃s(x) = xs +O(xs−1)

R̃′s(x) = sxs−1 +O(xs−2)

R̃′′s (x) = s(s− 1)xs−2 +O(xs−3)

Donc, il vient
p(x) = s2xs−2 − s(s− 1)x2s−2 +O(x2s−3)

Donc ∃y > ξ2|p(y) > 0. Ainsi, ∃a > ξ2|p(a) = 0. Or, en utilisant l'égalité p(x) = 0, on obtient(
R̃′s(a)

R̃s(a)

)2

=
R̃′′s (a)

R̃s(a)

Il su�t alors de poser Rs(x) = R̃s(x)

R̃s(a)
et d = R′s(a).

7 Constante d'erreur

Soit Rs(x) obtenu par le Théorème 3.4. On pose alors

R̂s(z) = Rs(a+
z

d
) =0 1 + z +

z2

2!
+ a3z

3 + o(z3) (30)

On appellera Constante d'erreur la constante

C =
1

3!
− a3 (31)

qui est le coe�cient du terme z3 de degré 3 entre la solution exacte
∑+∞
n

zn

n! et la solution
approchée R̂s(z). De plus, on remarque que

R′′′s (a) = a33!d3 = a33!(R′s(a))3

ce qui nous donne une expression pour le coe�cient a3, qui de plus est positive (cf: dernier argu-
ment sur les signes des dérivées dans le Théorème 3.4). Nous allons déterminer un encadrement
pour C(ce qui revient à en déterminer un pour a3).
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Lemme 3.5 (Encadrement de la constante d'erreur) : Soit Q(z) un polynôme d'ordre 2
(i.e. Q(z) = 1 + z+ z2

2! + . . . ) dont le polynôme dérivé Q′(z) n'a que des racines réelles. Alors, la
constante d'erreur C = 1

3! − a3 appartient à ]0, 16 [.

Démonstration : Nous avons

Q′(z) =

s−1∏
i=1

(1 + λiz) = 1 + z + 3a3z
2 + . . .

où les λi sont tous réels. De plus, en développant le produit, et par identi�cation des coe�cients,
on obtient

s1 =

s−1∑
i=1

λi = 1 et s2 =
∑

i < jj=s−1λiλj = 3a3 (32)

En�n, on rappelle la propriété suivante

(

s−1∑
i=1

λi)
2 =

(
s−1∑
i=1

λ2i

)
+

j=1∑
i<j

2λiλj


qui se démontre par une récurrence triviale sur le nombre de termes.

On en déduit que s21 − 2s2 est une somme de carrés, et est donc positif. La racine étant
distinctes, la somme est strictement positive. Il vient alors 1− 2 ∗ 3a3 > 0⇒ 1

6 > a3 .

Ainsi, a3 ∈ [0, 16 ] et C ∈]0, 16 [.

Théorème 3.6 : Soit Rs(x) un polynôme issu du théorème 3.4 respectant (H). La constante
d'erreur du polynôme Rs(a+ z

d est C ∈]0, 16 [.

Démontration: Application du lemme précédent à Rs(x).

7.1 Formule explicite pour les polynômes orthogonaux Ps−2

Nous avions parlé de la possibilité de calculer Pn(x0). Nous alons ici présenter la formule
explicite. Il existe des théorèmes bien plus généraux, et la situation traitée ici correspond à un
cas particulier d'un théorème de [Sze59].

Théorème 3.7 : Soit s ≥ 3 ∈ N et soit n ≤ s−2 ∈ N. Soit Pn le polynôme orthogonal de degré
n pour la fonction ω(x) = (x − α − iβ)(x − α + iβ) = (x − x1)(x − x2) construit aux chapitres
précédents. On a alors l'égalité :

ω(x)2Pn(x) = CQ(x) (33)

avec

Q(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Tn(x1) Tn(x2) T ′n(x1) T ′n(x2) Tn(x)
Tn+1(x1) Tn+1(x2) T ′n+1(x1) T ′n+1(x2) Tn+1(x)
Tn+2(x1) Tn+2(x2) T ′n+2(x1) T ′n+2(x2) Tn+2(x)
Tn+3(x1) Tn+3(x2) T ′n+3(x1) T ′n+3(x2) Tn+3(x)
Tn+4(x1) Tn+4(x2) T ′n+4(x1) T ′n+4(x2) Tn+4(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(34)

où Tn(x) est le polynôme de Tchebychev de degré n.
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Remarque : Il existe un résultat plus général, sur lequel est calquée cette démonstration,
qui permet d'exprimer tout polynôme orthogonal �inconnu� sous une forme d'un déterminant
�connu�.

Demonstration : D'après les propriétés sur les déterminants, nous avons Q(xi) = 0. De plus,
on constate que dérivées Q revient à dériver la dernière colonne du déterminant, et �nalement
il vient Q′(xi) = 0. On en déduit donc immédiatement que les xi sont racines doubles, i.e.
∃Sn(x) ∈ C[x]|Q(x) = C(x − x1)2(x − x2)2Sn(x). De plus, degSn ≤ n. Nous cherchons alors à
prouver que Sn(x) est le polynôme orthogonal de degré n pour le poids ω(x)2/

√
(1− x2).

Soit p(x) un polynôme orthogonal pour le poids ω(x)2/
√

(1− x2) de degré degp(x) < n. Nous
savons que ∃bi|Q(x) =

∑4
i=0 biTn+i(x). Il vient alors∫ 1

−1
p(x)Sn(x)

ω(x)2√
1− x2

dx =

∫ 1

−1
p(x)

4∑
i=0

Tn+i(x)
1√

1− x2
dx =

Or, comme p(x) peut s'écrire comme combinaison linéaire des polynômes de Tchebychev de degré
strictement inférieur à n, on obtient une somme de produits scalaires

4∑
i=0

n∑
k=0

αk < Tk, Tn+i >= 0

et l'on en déduit donc que Sn est orthogonal pour le poids ω(x)2/
√

(1− x2).

En�n, pour conclure, il reste à démontrer que Sn(x) n'est pas le polynôme nul. Pour ce faire,
il su�t de démontrer que le coe�cient de Tn+3(x) est non nul. Par l'absurde, supposons que∣∣∣∣∣∣∣∣

Tn(x1) Tn(x2) T ′n(x1) T ′n(x2)
Tn+1(x1) Tn+1(x2) T ′n+1(x1) T ′n+1(x2)
Tn+2(x1) Tn+2(x2) T ′n+2(x1) T ′n+2(x2)
Tn+3(x1) Tn+3(x2) T ′n+3(x1) T ′n+3(x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Alors, de par les propriétés sur la non-liberté des colonnes, ∃bi, non tous nuls, tel que

L(x) = b0Tn(x) + b1Tn+1(x) + b2Tn+2(x) + b3Tn+3(x) + b4Tn+4(x)

ait x1 et x2 comme racines doubles. Ceci implique que L(x) = ω(x)2G(x) où G(x) est de degré
degG(x) ≤ n − 1. Puisque G(x) peut s'écrire comme une combinaison linéaire de polynômes
Tq(x) de degré q ≤ n− 1, il vient∫ 1

−1
ω(x)2G(x)G(x)

1√
1− x2

dx =

∫ 1

−1
L(x)G(x)

1√
1− x2

dx

puis ∫ 1

−1
L(x)G(x)

1√
1− x2

dx =

∫ 1

−1

(
4∑
i=0

biTn+i(x)

)(
n−1∑
q=0

Tq(x)

)

Ce qui implique que G(x) = 0, et contredit notre hypothèse sur les bi.
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Utilisation de ce théorème :
Il est possible d'utiliser ce théorème a�n de déterminer les coe�cients de la relation de récurrence
entre nos polynômes orthogonaux. Notons P̂n(z) = Pn(a+ x

d ) pour travailler sur [−l, 0]. Nommons
les coe�cients de récurrence par :

P̂n(z) = (µnz − νn)P̂n−1(z)− κnP̂n−2(z) (35)

En utilisant trois valeurs distinctes r1, r2 et r3, respectant la condition∣∣∣∣∣∣
r1P̂n−1(r1) P̂n−1(r1) P̂n−2(r1)

r1P̂n−1(r2) P̂n−1(r2) P̂n−2(r2)

r1P̂n−1(r3) P̂n−1(r3) P̂n−2(r3)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (36)

nous sommes ramenés à résoudre le système

∀i ∈ {1, 2, 3} µnriP̂n−1(ri)− νnP̂n−1(ri)− κnP̂n−2(ri) = P̂n(ri) (37)

dont la matrice est inversible.

7.2 Construction de la méthode ROCK2

La détermination des coe�cients de la relation de récurrence des polynômes orthogonaux va
nous permettre d'obtenir facilement, en utilisant cette relation, les di�érentes étapes de calcul
de l'algorithme de résolution, qui possèdera donc un domaine de stabilité quasi-optimal.

Le polynôme de stabilité de notre méthode doit être exactement R̂s(z) = ω̂(z)P̂s(z), et comme
les conditions pour que la méthode soit d'ordre deux se résument à celles imposées par notre
choix de la fonction de stabilité, nous pouvons nous contenter de calculer ce polynôme, de la
façon dont nous le désirons.

La méthode sera alors dé�nie, pour ses premières étapes, par

g0 := y0
g1 := y0 + µ1hf(g0)
gi := µihf(gi−1)− νigi−1 − κigi−1

(38)

ce qui, si l'on pose f(x) = λx nous donne, après calcul, gi = P̂i(hλ)g0.

Il nous reste alors à introduire trois étapes de �nition, pour introduire le polynôme ω(x) =
1 + 2σ + τz2 par

gs−1 := gs−2 + σhf(gs−2)
g∗s := gs−1 + σhf(gs−1)

gs := g∗s − σ(1− τ2

σ2 )h(f(gs−1)− f(gs−2))

(39)

À nouveau, si l'on pose f(x) = λx il vient gs = R̂s(z)g0. L'intérêt d'insérer l'étape intermé-
diaire g∗s est de fournir une méthode embarquée, c'est-à-dire une méthode d'ordre inférieur qui
permet ainsi d'estimer l'erreur commise par la méthode, et d'ainsi de réajuster le pas de temps
h entre deux itérations.
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8 ROCK 4

La méthode ROCK4 est, à l'exception de l'étape de construction de la méthode, calquée sur
ROCK2, et il n'y a donc pas de réel intérêt à répéter ce qui a déjà été dit. Notons tout de même
les quelques détails qui di�érent.

Dans un premier temps, il est nécessaire de déterminer les coe�cients des quatres racines
complexe du polynôme ω4(x) = (x− (α1 − iβ1))(x− (α1 + iβ1))(x− (α2 − iβ2))(x− (α1 + iβ2)).
Cela se fait par un algorithme quasi-identique à celui de ROCK2, à ceci près que l'on dispose
maintenant des quatres équations :

R′s(a, α1, β1, α2, β2) = d
R′′s (a, α1, β1, α2, β2) = d2

R′′′s (a, α1, β1, α2, β2) = d3

R
(4)
s (a, α1, β1, α2, β2) = d4

(40)

Sur le même modèle que ROCK2, une suite de polynômes orthogonaux quasi-optimaux pour
le poids ω4(z)2/

√
1− z2 peuvent être construits. L'on déterminera les coe�cients de la relation

de récurrence par la même méthode que celle employée dans ROCK2, issue du cas général traité
dans [Sze59].

8.1 Spéci�cités de la construction

La construction de la méthode ROCK4 est légèrement di�érente, puisqu'il ne su�t plus de
respecter les deux mêmes conditions que celles imposées par le choix de la fonction de stabilité.
Dans un premier temps, il est nécessaire de déterminer les coe�cients du tableau de Butcher en
fonction des coe�cients de la relation de récurrence. Cela se fait facilement en remarquant que,
si l'on note ki = f(y0 + h

∑i−1
j=1 ãijkj), nous avons

12 :

gi = y0 +

i∑
j=1

ãi+1,jhκj

Une fois ces coe�cients déterminés, en utilisant les théorèmes relatifs aux groupes de Butcher
et à la composition de méthodes, et en cherchant à déterminer les coe�cients d'une méthode à
trois étages tel que la composition de la première et de celle ci soit d'ordre quatre, on obtient un
système d'équation à deux degrés de liberté. En s'imposant deux conditions supplémentaires, et
en résolvant le système, on parvient à déterminer les coe�cients des trois derniers étages de la
méthode.

Deuxième partie

Étude des algèbres pré-Lie

Dans la suite de ce document, nous considérerons le problème :

dx

dt
= f(x) x(0) = x0

12. Il peut être aussi utile de remarquer que Pj(0) = 1 et donc que (−νj − κj) = 1
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dans des conditions où la série de Taylor de x(t) converge.

9 Champs vectoriels et équations di�érentielles

Nous pouvons écrire la solution de cette équation par sa série de Taylor, qui est de la forme :

x(t) = x0 + c1(x0)t+ c2(x0)
t2

2
+ c3(x0)

t3

6
+ · · ·+ ci(x0)

ti

i!
+ . . .

où nous savons, d'après 4.1 que

ci(x0) =
∑

|τ |=p,τ∈T

α(τ)F (τ)(x0)

Nous pouvons alors construire la fonction de Rp → Rp suivante :

Wt(X) = x(t)−X =

+∞∑
n=1

cn(X)
tn

n!

C'est une fonction qui associe à un instant donné et à une condition initiale X donnée le vecteur
qui relie le point X au point de la solution à l'instant t.

Figure 3 � Quelques valeurs de Wt

Pour poursuivre, introduisons quelques dé�nitions relatives aux champs de vecteurs.

Dé�nition 4.1 (Champ de vecteurs réel) : Un champ de vecteurs réel 13 est une appli-
cation Rp → Rq. Dans le cadre de ce document, nous ne considérerons que des champs de
vecteurs in�niment di�érentiables, ceci a�n de garantir l'existence des dérivées partielles, et de
leur di�érentielle nième. Remarque : Dans le cas où q = 1 on parle de champ scalaire.

13. On peut, bien entendu, dé�nir des champs de vecteurs sur un autre corps commutatif.
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Dé�nition 4.2 (Opérateur ∂xi) : Soit une application linéaire f de Rp → Rq dé�nie par
(x1, . . . , xp) 7→ f(x1, . . . , xp), alors l'opérateur linéaire ∂xi

est l'application

∂xi : L(Rp,Rq) → L(Rp,Rq)
f 7→ ∂f

∂xi

où
∂f

∂xi
= lim
h→0

f(x1, . . . , xi + h, . . . , xp)− f(x1, . . . , xi, . . . , xp)

h

Il respecte la règle de Leibniz 14.

Lemme 4.3 (Identi�cation des champs de vecteurs et des opérateurs respectant la
règle de Leibniz) : Il existe une bijection entre les champs de vecteurs et les opérateurs
linéaires respectant la règle de Leibniz.

Démonstration : Soit f(x1, . . . , xp) =
∑p
i=1 fi(x1, . . . , xp)~xi un champ de vecteurs. On peut

alors lui associer l'opérateur F =
∑p
i=1 fi(x1, . . . , xp)∂xi

, qui véri�e la règle de Leibniz.

À l'inverse, soit un opérateur linéaire Q(x) qui véri�e la règle de Leibniz. Sa valeur est
déterminée par ses valeurs sur les monômes xki , et en appliquant la règle de Leibniz, on se
ramène à une expression de la forme kxk−1i Q(x) = Q(x)∂xi

xk = Q(xki ).

Ainsi, Q est déterminé par ses valeurs sur chacune des variables xi, qui sont de la forme
Q(xi) = αi(x1, . . . , xp). On en conclut que Q =

∑p
i=1 αi(x1, . . . , xp)∂xi

.

Donc, tout opérateur a pour antécédent le champ de vecteurs
∑p
i=1 αi(x1, . . . , xp)~xi et, si

deux champs de vecteurs ont même image, nous avons l'égalité des fonctions αi(x1, . . . , xp).

Remarque : Cela revient à identi�er ∂xi
à ~xi.

Notons que notre fonction Wt(X), à t �xé, est un champ de vecteurs. De plus, chacun des co-
e�cients xi(X0) dé�nit aussi un champ de vecteurs. Nous pouvons même expliciter le premier de

ces coe�cients c1(X) = f(X) =

f1(X)
...

fp(X)

 ou bien sous la forme de l'opérateur c1 =
∑p
i=1 fi∂xi .

Nous allons alors dé�nir un nouvel opérateur, qui va nous permettre d'exprimer facilement
les coe�cients ci.

Dé�nition 4.4 (Opérateur de gre�e vectorielle) : On dé�nit l'opérateur / : L(Rp,Rp)xL(Rp,Rp)→
L(Rp,Rp) de gre�e pour les champs de vecteurs par

f(x) / g(x) = g(x)f ′(x)

Lemme 4.5 : Si l'on note G et F les opérateurs de dérivation partielle associés aux champs
de vecteurs f et g, alors f / g = G ◦ F 15.

14. Nous l'avions déjà rappelé ; Aussi appelée règle du produit, il s'agit de (fg)′ = f ′g + fg′, ou encore en
notant δ l'opérateur, δ(fg) = δf.g + f.δg
15. On entend par ici que l'on exprime f / g sous la forme d'un opérateur de dérivation partielle. Nous nous

permettrons de changer �spontanément� de notation, quand cela sera nécessaire.
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Démonstration : Dans un premier temps, considérons le cas d'un champ scalaire unidimen-
sionel (i.e. une fonction d'une seule variable de R dans R). Nous avons donc G(x) = g(x)∂x et
F (x) = f(x)∂x. En explicitant le calcul, on a immédiatement l'égalité recherchée :

G ◦ F = g(x)∂xf(x)∂x = g(x)
∂f(x)

∂x
∂x = g(x)f ′(x)∂x

Observons le cas où f : (x, y) 7→ (αf (x, y), βf (x, y)) et g : (x, y) 7→ (αg(x, y), βg(x, y)) sont
des champs vectoriels de R2 dans R2. Avec la même notation, nous avons :

G ◦ F = (αg∂x + βg∂y) ◦ (αf∂x + βf∂y) = αg
∂αf
∂x

∂x + αg
∂βf
∂x

∂y + βg
∂αf
∂y

∂x + βg
∂βf
∂y

∂y

et �nalement

G ◦ F = Jf

(
αg
βg

)
où

Jf =

(
∂αf

∂x
∂αf

∂y
∂βf

∂x
∂βf

∂y

)
est le jacobien de f , ausi noté f ′.

Le cas des fonctions Rp → Rp où p > 2 est identique au cas précédent, à ceci près que

les notations sont moins élégantes. Par la suite, on emploira l'opérateur ∂x =

∂x1

...
∂xp

 a�n de

pouvoir écrire plus simplement nos opérateurs de dérivées partielles. De cette façon, on retrouve

la notation f(x)∂x = (f1, . . . , fp)

∂x1

...
∂xp

 des fonctions scalaires à une variable avec des fonctions

de Rp → Rp.

Nous allons en�n pouvoir exprimer les coe�cients ci de façon élégante. D'après la dé�nition
d'une série de Taylor, nous avons la relation de récurrence

cn+1(x(t))|x=X =
d

dt
cn(x(t))

∣∣∣∣
x=X

Simpli�ons alors l'expression, en utilisant l'équation di�érentielle

cn+1(x) =
dx

dt

dcn
dx

(x) = f(x)
dcn
dx

(x) = (cn / f)(x)

Armons-nous d'une dernière dé�nition, avant d'énoncer un premier théorème.

Dé�nition 4.6 : On notera f/n l'application de l'opérateur / à f répété n fois, en parenthésant
à gauche.

f/n = (((f / f) / f) / f . . . ) / foù f apparaît n fois

Vient alors notre premier résultat remarquable :
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Théorème 4.7 :

Wt(X) = x(t)−X =
∑
n≥1

f/n
tn

n!

Démonstration : Après les résultats que nous avons établis, la démonstration revient à une
récurrence triviale sur n.

10 Morphisme de l'ensemble des arbres vers l'ensemble des

champs de vecteurs

Nous pouvons chercher à établir un premier résultat qui lie les arbres aux champs de vecteurs,
et à l'opérateur de gre�e / que nous avons dé�nis. Pour ce faire, nous avons besoin d'un opérateur
similaire à / qui prenne ses valeurs dans l'ensemble des arbres T.

Dé�nition 4.8 (Opérateur de gre�e sur les arbres) : On notera x l'opérateur, dé�nit
sur le R-espace vectoriel des arbres, associant à un couple d'arbres (τ1, τ2) ∈ T × T la somme
(formelle) :

τ1 x τ2 =
∑

s∈Sommets(τ1)

τ1 ◦s τ2

où ◦s correspond à l'ajout de τ2 comme sous-arbre de τ1 �xé sur le sommet s.

Exemple : Il est beaucoup plus facile de se représenter cet opérateur en observant son com-
portement sur quelques arbres.

x = + + = 2 +

x = + + = 2 +

x =

Théorème 4.9 : L'application linéaire Θ du R-espace vectoriel T vers le R-espace vectoriel
Vec(f(x)∂x) (L'espace vectoriel engendré par f(x)∂x et la loi /) qui à un arbre associe son
expression en �produit des dérivées de f � 16, que nous avions appelé di�érentielle élémentaire, et
dé�ni au chapitre 4.1, est un morphisme pour les opérateurs de gre�e de ces deux ensembles.

Démonstration : Soit deux arbres (τ1, τ2) ∈ T2 Appliquons Θ à τ1 x τ2 :

Θ(τ1 x τ2) = Θ(
∑

s∈Sommets(τ1)

τ1 ◦s τ2)

16. Ce n'est un produit de scalaire qu'en dimension 1. Pour des fonctions de Rp → Rp, ce sont des applications
n linéaires où n est le degré de di�érentiation.
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par dé�nition de Θ :

Θ(
∑

s∈Sommets(τ1)

τ1 ◦s τ2) =

 ∑
s∈Sommets(τ1)

Θ(τ1, s)

Θ(τ2)

où Θ(τ, s) représente l'expression Θ(τ) où l'on a dérivé une fois de plus f pour le sommet s. Il
vient alors ∑

s∈Sommets(τ1)

Θ(τ1, s)

Θ(τ2) =

 ∑
s∈Sommets(τ1)

f (valence de s+1)
∏
j 6=s

f (valence de j)

Θ(τ2)

et �nalement

Θ(τ1 x τ2) =

 ∏
s∈Sommets(τ1)

f (valence de s)

′Θ(τ2) = Θ(τ1)′Θ(τ2) = Θ(τ1) /Θ(τ2)

11 Les algèbres pré-Lie

Pour mieux comprendre l'origine de cette similitude entre ces deux opérateurs, nous allons
étudier une importante propriété de ces derniers. À défaut d'associativité, ou de commutativité,
nous pouvons observer la di�érence entre deux parenthésages d'une expression à trois opérandes.

(a / b) / c− a / (b / c) = (ba′) / c− a / (cb′) = c(ba′)′ − (cb′)a′ = a′′bc+ a′b′c− a′b′c = a′′bc

Nous remarquons alors que cette dernière expression est symétrique en b et en c, c'est-à-dire

(a / b) / c− a / (b / c) = (a / c) / b− a / (c / b)

Dé�nition 4.10 (Algèbre pré-Lie) : Une algèbre pré-Lie sur un corps K est un K-espace
vectoriel E muni d'un opérateur bilinéaire / : E × E → E tel que

∀(a, b, c) ∈ E3, (a / b) / c− a / (b / c) = (a / c) / b− a / (c / b) (41)

Remarque : Les champs de vecteurs munis de la loi de gre�e sont donc une algèbre pré-Lie.
On dira qu'une algèbre de pré-Lie est libre si la seule relation qu'elle respecte est celle-ci. On
notera PL[u] l'algèbre pré-Lie engendrée par le singleton u et les expressions, où l'opérateur
/ : PL[u]× PL[u]→ PL[u] respecte la relation précédente, et aucune autre 17.

Comme tout lecteur peut s'y attendre, l'ensemble des arbres et de son opérateur de gre�e va,
de façon inattendue, lui aussi respecter cette relation.

17. Bien que noté de la même façon que l'opérateur de gre�e sur les champs de vecteurs, il ne représente pas
exactement la même chose. On ne s'intéresse ici qu'à l'aspect formel des expressions. Il y a bien évidement une
surjection de PL[u]→ Vec(f(x)∂x) mais rien ne garantit l'injection. On peut s'en convaincre immédiatement en
observant PL[u]→ Vec(ex∂x).
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Théorème 4.11 (Les arbres forment une algèbre pré-Lie) : Le R-espace vectoriel sur les
arbres T, muni de la loi x est une algèbre pré-lie.

Démonstration : Observons la di�érence

(ax b) x c− ax (bx c)

comme nous avons fait avec les champs de vecteurs. Observons la première expression à trois
termes. On peut distinguer deux cas : le premier où b et c se gre�ent sur deux sommets di�érents
de a, et le second où c se gre�e sur un des sommets de b. Nous pouvons alors réécrire cette
relation sous la formeax (bx c) +

∑
i 6=j

[. . . , τi x b, . . . , τj x c, . . . ]a

− ax (bx c)

où a = [τ1, . . . , τk]a. Finalement, la di�érence se simpli�e et nous avons une expression symétrique
en b et c ∑

i 6=j

[. . . , τi x b, . . . , τj x c, . . . ]a =
∑
i6=j

[. . . , τi x c, . . . , τj x b, . . . ]a

12 Arbres et algèbre pré-Lie

Nous en savons maintenant un peu plus sur les arbres et leur lien avec les di�érentielles élé-
mentaires. De ce théorème et de sa démontration, nous pouvons tirer les a�rmations précédentes
comme des conséquences.

Théorème 4.12 (Morphisme) : Soit (V, /) une algèbre pré-Lie et v un élément de V . Alors,
∃! morphisme d'algèbre pré-Lie

(T,x) → (V, /)
7→ v

Pour démontrer ce théorème, nous allons dans un premier temps chercher à construire un
isomorphisme entre les algèbres de pré-Lie libre et l'espace vectoriel sur les arbres.

12.1 Isomorphisme d'une algèbre pré-Lie libre et d'un espace vectoriel
sur les arbres

Nous avons précédemment dé�ni PL[u] comme �l'algèbre engendrée par l'opérateur / respec-
tant uniquement l'expression 41�, mais une façon plus rigoureuse serait de parler de �l'ensemble
des expressions engendrées par le singleton u et / quotienté par la relation 41�.

Nous dé�nissons alors l'application linéaire φ(τ) : T → PL[u] par récurrence double sur la
valence et le nombre de sommets. En utilisant les notations précédemment introduites, nous
avons :

φ(τ) = φ([τ2, . . . , τk]τ ) / φ(τ1)−
k∑
j=2

φ([τ2, . . . , τj x τ1, . . . , τk]τ )

Il est question de �découper� l'arbre en sous-arbre, a�n de réduire la complexité de ce dernier.
À chaque application, la valence des deux termes décroît, et pour une valence de 1, le second
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terme est nul. On peut appliquer alors cette dé�nition autant de fois que nécessaire pour que
n'apparaisse plus qu'une expression en φ( ).

Dans un premier temps, il est nécessaire de véri�er que cette application est bien dé�nie ; le
choix du sous-arbre à découper est purement subjectif et nous devons véri�er que cela n'in�uence
pas le résultat obtenu. Nous allons donc appliquer une seconde découpe, et véri�er que l'expression
obtenue soit symétrique en τ1 et τ2. Le succès, réside bien sûr dans la relation 41.

φ(τ) =
[
φ([τ3, . . . , τk]) / φ(τ2)−

∑k
l=3 φ([τ3, . . . , τl x τ2, . . . , τk])

]
/ φ(τ1)

−
(∑k

j=3 φ([τ3, . . . , τj x τ1, . . . , τk]) / φ(τ2)
)

+
(∑

j 6=l,j 6=2 φ(τ3, . . . , τj x τ1, . . . , τl x τ2, . . . , τk)
)

+
(∑

j 6=2 φ(τ3, . . . , (τj x τ1) x τ2, . . . , τk)
)

− (φ([τ3, . . . , τk) / φ(τ2 x τ1))

+
(∑k

j=3 φ(τ3, . . . , τj x (τ2 x τ1), . . . , τk)
)

Chacun de ces termes mérite une explication, car leur obtention n'est pas triviale.

Le premier correspond à la découpe de φ([τ2, . . . , τk]τ )/φ(τ1) sur τ2 ; on remplace simplement
φ par son expression. Pour la découpe de

∑k
j=2 φ([τ2, . . . , τj/τ1, . . . , τk]τ ) ce n'est pas aussi simple.

Il nous faudra distinguer di�érents cas selon la valeur de j.

Le second terme correspond à la première partie de la découpe, c'est-à-dire φ([τ2, . . . , τk]τ ) /
φ(τ1), d'un terme de la somme où j 6= 2.

Le troisième terme correspond à la deuxième partie de cette découpe (toujours pour j 6= 2)
dans le cas où l 6= j. C'est donc une somme imbriquée, de la forme

∑
j

∑
l. On a exclu le cas où

τ1 vient se gre�er au même emplacement que l. Il nous manque donc un dernier élément de cette
découpe.

Le quatrième terme est la dernière partie de la découpe, correspondant à la somme des gre�es
de τ2 sur la même position de τ1. C'est une somme simple car une fois τ1 placé, la position de τ2
est déterminée.

En�n, le cinquième et le sixième termes correspondent à la découpe dans le cas que nous
avions exclu, c'est-à-dire où τ1 est venu se gre�er sur τ2. C'est donc l'ensemble τ1 x τ2 que l'on
découpe et que l'on vient gre�er.

Nous pourrons simpli�er l'expression car deux termes vont s'annuler. Réordonnons l'expres-
sion a�n de mettre en évidence la symétrie.

φ(τ) = ((φ([τ3, . . . , τk]) / φ(τ2)) / φ(τ1))
− (φ([τ3, . . . , τk) / φ(τ2 x τ1))

−
(∑k

l=3 φ([τ3, . . . , τl x τ2, . . . , τk]) / φ(τ1)
)

−
(∑k

j=3 φ([τ3, . . . , τj x τ1, . . . , τk]) / φ(τ2)
)

+
(∑

j 6=l,j 6=2 φ(τ3, . . . , τj x τ1, . . . , τl x τ2, . . . , τk)
)

+
(∑k

j=3 φ(τ3, . . . , (τj x τ1) x τ2, . . . , τk)
)

+
(∑k

j=3 φ(τ3, . . . , τj x (τ2 x τ1), . . . , τk)
)

(42)
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Le cinquième terme est bien évidemment symétrique en τ1 et τ2. La somme du troisième et
du quatrième est elle aussi symétrique. En appliquant la relation 41 on constate que les deux
dernières expressions sont symétriques.

Pour conclure, nous allons avoir besoin d'un petit lemme, sur l'application φ.

Lemme 4.13 : φ respecte l'égalitée φ(τ x τ ′) = φ(τ) / φ(τ ′)

Démonstration : Pour une expression à une valence de 1, le second terme de φ est nul, comme
nous l'avons déjà dit, et donc seul le premier terme subsiste, et l'égalité est véri�ée quelque soit
le nombre de sommets. Dans le cas général, d'après la dé�nition de x il vient

φ(τ x τ ′) = φ([τ ′, τ1, . . . , τk]) +

k∑
j=1

φ([τ1, . . . , τj x τ ′, . . . , τk])

puis, en appliquant la dé�nition de φ à la première expression :

φ(τ x τ ′) = φ(τ) / φ(τ ′)−
k∑
j=1

φ([τ1, . . . , τj x τ ′, . . . , τk]) +

k∑
j=1

φ([τ1, . . . , τj x τ ′, . . . , τk])

d'où
φ(τ x τ ′) = φ(τ) / φ(τ ′)

En appliquant ceci à la deuxième expression de l'équation 42, ainsi que la relation 41, nous
pouvons conclure que la somme des deux premières expressions est nulle, et ainsi que notre
application est bien dé�nie.

Nous pouvons maintenant dé�nir l'application ψ : PL[u]→ T qui associe à une expression, la
même expression formée de l'opérateur x. Cette application est évidement bien dé�nie puisque
deux éléments de la même classe d'équivalence sont liés par la relation 41, et que les images de
ces éléments sont aussi liés par cette relation. Elle est, par dé�nition, un morphisme. Nous allons
montrer que cette dernière est la bijection réciproque de φ.

Nous pouvons démontrer simplement, par récurrence double sur la valence et le nombre
de sommets, que ψ ◦ φ = idT. C'est évidemment vrai pour une valence de 1, en appliquant la
dé�nition de φ puis de ψ. De plus, en subdivisant un arbre [τ1, . . . , τk] sous la forme [τ2, . . . , τk] x
τ1 −

∑k
j=2[τ2, . . . , τi x τ1, . . . , τk] et en appliquant le lemme 4.13, ainsi que l'hypothèse de

récurrence, nous avons immédiatement le résultat escompté :

ψ ◦ φ(τ) =ψ ◦ φ([τ2, . . . , τk] x τ1 −
k∑
j=2

[τ2, . . . , τi x τ1, . . . , τk]) (43a)

= ψ ◦ φ([τ2, . . . , τk]) x ψ ◦ φ(τ1)−
k∑
j=2

ψ ◦ φ([τ2, . . . , τi x τ1, . . . , τk]) (43b)

= τ (43c)

En�n, par récurrence sur le nombre de termes dans un expression en /, que l'on pourra
toujours exprimer sous la forme (. . . )x / (. . . )y, et à l'aide du lemme 4.13, nous avons

ψ ◦ φ((. . . )x / (. . . )y) = ψ(φ((. . . )x) x φ((. . . )y)) (44a)

= ψ ◦ φ((. . . )x) / ψ ◦ φ((. . . )y) (44b)

= (. . . )x / (. . . )y (44c)
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Théorème 4.14 : Les algèbres pré-Lie (T,x) et PL[u] sont en bijection par l'application φ
de réciproque φ.

Remarque : Nous avons construit une bijection entre l'algèbre pré-Lie (T,x) et l'algèbre
pré-Lie libre PL[u]. Cela signi�e que l'algèbre (T,x) est libre. Un second résultat important est
que l'ensemble T est engendré par et l'opérateur x. Il est aussi bon de noter que ce morphisme
est unique.

12.2 Preuve de l'existence d'un unique morphisme

Démontrons le théorème 4.12. Avec le théorème 4.14 en main, cela devient une formalité.

Il existe une unique surjection de PL[u] sur toute algèbre pré-Lie (V, /) qui à u associe v ∈ V .
En la composant par phi, on obtient le morphisme recherché.

Pour véri�er l'unicité, il su�t de véri�er que s'il existe deux morphisme φ et φ′, ils ont alors
les mêmes valeurs sur chaque expression en et x, c'est-à-dire pour chaque arbre, et qu'ils sont
donc égaux.

12.3 Etude de cas paticuliers

Étudions quelques cas particuliers de morphismes sur les champs de vecteurs, formés de
fonctions communes.

Soit Θ : (T,x)→ VectC
+∞

(R) un morphisme de l'espace vectoriel sur les arbres vers l'espace
des champs de vecteurs in�niment di�érentiable. De plus, posons y′ = y3, c'est-à-dire f(x)∂x =
x3∂x. Alors, on remarque immédiatement que ex∂x ne �gure pas dans l'image. On peut de plus
déterminer facilement une famille génératrice : il s'agit de toute les combinaisons linéaires des
expressions que l'on peut construire à partir de x3∂x. En étudiant les expressions qui apparaissent,
on remarque facilement que l'image est engendrée par les monômes x2p+3∂x où p ∈ N.

On peut essayer �d'améliorer� la surjectivité en prenant le plus petit monôme �utilisable� 18,
à savoir x2∂x. Il manque toute fois x∂x et 1∂x à l'image. Pour ce qui est de l'injectivité, c'est
encore pire. En e�et, Θ([ , ]) = K1x

4∂x et Θ([[ ]]) = K2x
4∂x ; elle est donc compromise.

13 Coe�cients des di�érentielles élémentaires

Revenons sur les coe�cients, fonction des arbres, que nous avions noté α(τ) durant notre
démonstration sur l'ordre d'une méthode de Runge-Kutta(cf: 4.1). Nous allons démontrer une
bien belle façon de les exprimer. Pour la démontrer, nous aurons besoin de di�érencier les sommets
d'un arbre, et nous leur associerons donc une étiquette, par exemple une lettre. Le choix des noms
est parfaitement libre, mais doit rester �xé une fois posé. Par exemple, nous pouvons nommer
la corolle à quatres sommets de la façon suivante : [b, c, d]a où la racine est a, et les trois autres
sommets sont b, c et d.

De plus, nous considérerons que les arêtes entre les sommets sont orientées de la racine vers
les feuilles. On notera a < b pour dire qu'il existe une arête orientée de a vers b. Nous pouvons
alors dé�nir l'ensemble des automorphismes d'un arbre.

18. Les cas x∂x et 1∂x sont dégénérés, et n'engendrent que des polynômes de degré ≤ 1 pour le premier, et 0
pour le second.
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Dé�nition 5.1 : On notera Aut(τ) = {σ : Som.(τ) ' Som.(τ)|σ( ) = σ( ), σ(a) < σ(b)⇔ a <
b} le sous-ensemble de {σ ∈ Perm.(Sommets de τ)} qui préserve �les voisins� de chaque sommets,
c'est-à-dire que si a < b, alors σ(a) < σ(b).

Remarque : Cet ensemble correspond aux di�érentes façon d'échanger les sommets d'un arbre
sans que son dessin n'en soit a�ecté. Si l'on considère la corolle à quatre sommets, on a alors
{Perm.(a, b, c)}. Si l'on considère plutôt [[c]b]a, la seule permutation est l'identité.

De plus, nous noterons τ ! le coe�cients γ(τ) = |τ |γ(τ1) . . . γ(τk) qui est �la factorielle d'un
arbre�.

Théorème 5.2 : Les coe�cients α(τ) respectent

α(τ)#Aut(τ) =
(|τ |)!
τ !

Démonstration : Pour démontrer ce résultat, nous allons observer un ensemble dont nous
pourrons démontrer l'égalité de son cardinal avec chacun des deux membres de cette équation.

On notera D(τ) = {φ : Som.(τ) ' {1, . . . , n := |τ |}|a < b ⇔ φ(a) < φ(b)}, l'ensemble des
bijections �croissantes� entre les sommets de l'arbre et l'ensemble {1, . . . , n}. Cela représente le
nombre de façons de numéroter un arbre (en di�érenciant chaque sommets) en partant de la
racine, et en remontant dans les feuilles, de telle façon que tout sommet b > a se voit attribuer
une valeur supérieure à celle du sommet sur lequel il repose.

Exemple : l'arbre [b, c]a peut être numéroté de deux façons : [2, 3]1 et [3, 2]1.

L'ensembles Aut(τ) est un groupe pour la loi ◦, et l'on peut donc le faire agir sur D(τ), par
une application

Aut(τ)×D(τ) −→ D(τ)
(σ, φ) 7−→ φ ◦ σ

On véri�e bien que φ ◦ σ(a) < φ ◦ σ(b) ⇔ a < b. On rappelle que l'orbite de φ ∈ D(τ) est le
sous-ensemble de D(τ) dé�ni par Oφ = {φ ◦ σ, σ ∈ Aut(τ)}, et que l'on peut dé�nir la relation
∼ d'équivalence �appartenir à la même orbite�. Or, l'orbite d'une bijection φ est l'ensemble des
di�érentes façon de numéroter un arbre qui sont liées par un échange de sommets respectant les
voisins. Par exemple, [[4]2, 3]1 et [[3]2, 4]. Le nombre d'orbites est donc le nombre de façon de
compter un arbre τ ∈ T, en considérant comme identiques deux numérotations qui n'ont pour
di�érence qu'un échange de sommets. De plus, le coe�cient α(τ) correspond au nombre de façon
de construire un arbre en ajoutant les noeuds en partant de la racine et en se dirigeant vers
les feuilles. Or, le nombre de façons de construire un arbre est exactement le nombre de façons
de numéroter de manière croissante, sans considérer comme important l'ordre dans lequel on
choisit d'ajouter des sommets (c'est à dire que pour construire [[c]b, c]a, on peut d'abord choisir
de construire [[c]b]a avant d'ajouter d, ou bien d'abord [b, c]a. et l'on a donc #D/ ∼ (τ) = α(τ).

Nous admettrons([Rob03], [Rot99]) que si le seul point �xe de l'action du groupe est l'élément
neutre, c'est-à-dire que φ ◦ σ = φ⇒ σ = idτ , alors nous avons l'égalité

D/ ∼ (τ)×#Aut(τ) = #D(τ)

Il est ici évident que le seul point �xe est l'identité, et nous avons donc terminé la première
partie de notre démontration.
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Si l'on considère τ = [τ1, . . . , τk], on peut numéroter chacun de ces sous-arbres et construire
les D(τi) qui leur correspondent. Une fois chacun de ces ensembles choisis, on pourra alors
construire une nouvelle bijection croissante. Pour ce faire, nous pouvons prendre une bijection
de chacun des D(τi), puis, par la suite, si l'on appelle ni := |τi, nous pouvons alors renuméroter
chacune des précédentes à partir de l'ensemble {1, . . . , n1 + · · ·+ nk}. Combien y a-t-il de façon
de renuméroter ? Autant de façon que nous pouvons extraire de groupes de n1, . . . , nk, éléments
croissants. En d'autres termes, c'est le nombre de façon de colorier n1 + . . . nk éléments en k
couleurs di�érentes, où la couleur i apparaît ni fois. On reconnaît là la dé�nition du coe�cient
multinomial : (

n1 + · · ·+ nk
n1, . . . , nk

)
=

(n1 + · · ·+ nk)!

n1! . . . nk!

C'est bien le nombre de permutations totales divisé par le nombre de permutations dans chacun
des k groupes de nk éléments.

On a alors une bijection D(τ) '
(∏k

i=1D(τi)
)
× 1, . . . ,

(
n1+···+nk

n1,...,nk

)
et il vient

#D(τ) =

k∏
i=1

#D(τi)

(
n1 + · · ·+ nk
n1, . . . , nk

)

Par récurrence sur le nombre de sommets, on démontre que #D(τ) = (|τ |)!
τ ! . En e�et

#D(T ) =

k∏
i=1

D(τi)

(
n1 + · · ·+ nk
n1, . . . , nk

)
(45a)

=

k∏
i=1

(|τi|)!
τi!

(
n1 + · · ·+ nk
n1, . . . , nk

)
(45b)

=

k∏
i=1

(|τi|)!
τi!

|τ | − 1∏k
i=1(|τi|)!

(45c)

=
(|τ | − 1)!∏k

i=1 τi!
(45d)

=
(|τ |)(|τ | − 1)

(|τ |)
∏k
i=1 τi!

(45e)

Ce qui nous permet de conclure.

13.1 Comment jouer avec ces coe�cients des di�érentielles élémen-
taires

Après avoir exprimer les coe�cients des di�érentiels élémentaires, on est en droit de se ques-
tionner sur l'existence de formules plus simples les mettant en jeu. C'est e�ectivement le cas,
puisque nous allons établir la propriété suivante.

Lemme 5.4 : ∑
|τ |=n

α(τ) = (n− 1)!
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Démonstration : Considérons l'équation di�érentielle y′ = ey. Une solution est − ln(1 − t),
puisque − ln(1− t)′ = 1

1−t = e(− ln(1−t)).

Si l'on applique le développement en série entière de cette expression, et qu'on la compare à
la série de Taylor contenant des α(τ), on obtient

∑
n≥1

1

n
tn =

∑
n≥1

∑
|τ |=n

α(τ)

n!
F (τ)(y0)

 tn

Puis, en appliquant la condition initiale y0 = 0, les di�érentiels élémentaires sont de la forme
F (τ)(0) =

∏|τ |
i=1 e

0 = 1, et il vient

∑
n≥1

1

n
tn =

∑
n≥1

∑
|τ |=n

α(τ)

n!

 tn

d'où l'on tire immédiatement le résultat attendu.
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